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PREDGOVOR

Predgovor

Gradivo u ovom udZbeniku je prilagodeno nastavnom planu i programu kolegija Matema-
tika 1 preddiplomskog studija Informatika na Odjelu za informatiku (Fakultetu informatike i
digitalnih tehnologija) Sveucilista u Rijeci. Udzbenik je proizasao iz viSegodi$njeg nastavnog
iskustva predavanja i vjezbi navedenog kolegija s ciljem usvajanja temeljnih znanja o pojmo-
vima i rezultatima osnova matematike (osnove matematicke logike, skupovi, relacije, funkcije)
1 linearne algebre (matrice, determinante, sustavi linearnih jednadzbi) koji su neophodni za pri-
mjenu matematickih znanja u informacijskim znanostima.

UdZbenik je podijeljen na jedanaest poglavlja od kojih prvih deset obuhvaca detaljno razradene
teorijske matematicke sadrzaje propisane nastavnim planom kolegija Matematika 1 SveuciliSnog
preddiplomskog studija informatike, a jedanaesto poglavlje sastoji se od brojnih zadataka za
vjezbu koji su podijeljeni u odjeljke uskladeno s obradenim gradivom u prethodnim poglav-
ljima.

U svakom poglavlju, uz teorijski dio, objasnjeni su i rijeSeni razliCiti primjeri s ciljem da se stu-
dentima olaksSa svladavanje gradiva i poti¢e na ovladavanje matematickom tehnikom rjeSavanja
zadataka te za njihovo osposobljavanje na logicko razmisljanje i primjenu matematickog znanja
u znanosti 1 gospodarstvu.

Rijeka, 2022.
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1 STRUKTURA MATEMATIKE

1 Struktura matematike

1.1 Osnovni pojmovi i definicije

U matematici, kao i u svim prirodnim znanostima, ali i u svim znanostima opcenito, uz
rijeci iz svakodnevnog Zivota Cije nam je znacenje poznato vrlo Cesto se koriste i strucne rijeci
(pojmovi, izrazi) ¢ije nam znacenje nije poznato, stoga ih treba definirati, odnosno objasniti.

Pod definiranjem odredenog pojma (strucne rijeci, izraza) podrazumijeva se davanje de-
taljnih i jasnih formulacija, odnosno objasnjenja, iz kojih je razumljivo Sto se pod tim
pojmom razumijeva. Pri tome se koriste osnovni pojmovi i prethodno definirani pojmovi.

Osnovni pojam, kao i $to sama rijeC sugerira, je pojam koji se ne moze objasniti nekim drugim
(jednostavnijim) pojmom. Njega najcesce objaSnjavamo tako da navedemo primjere iz svakod-
nevnog zivota ¢ime se zapravo omogucava shvacanje Sto se njime podrazumijeva.

Primjeri osnovnog pojma su: skup, tocka, ravnina, ...

Nadalje, pomocu osnovnog ili osnovnih pojmova definiraju se pojmovi koji se nadalje koriste
u definiciji novih pojmova. Time se pri definiranju svakog novog pojma koriste prethodno
definirani pojmovi i/ili osnovni pojmovi.

Dakle, u definiciji nekog pojma Cesto se nailazi na "lanac” obja$njenja tog pojma nekim
drugim pojmovima koji su prethodno definirani (objasnjeni) osnovnim pojmom (pojmovima)
ili prethodno definiranim pojmom (pojmovima).

Konkretno, na primjer kruznica je stru¢na rije¢, odnosno matemati¢ki pojam koji se definira na

sljededi nacin:

Kruznica je skup svih tocaka u istoj ravnini koje su jednako udaljene od neke zadane
tocke te ravnine.

Dana definicija kruzZnice biti ¢e jasna i razumljiva jedino ako su prethodno dobro objasnjeni
osnovni pojmovi skupa, toc¢ke i ravnine kao i pojam skup svih to€aka u istoj ravnini (ili skup
toCaka ravnine) i ako je prethodno definirana udaljenost tocaka u ravnini.

» Svaka definicija mora biti jasna, precizna, tona, saZeta i ne smije biti dvosmislena.
Primijetimo da sljedeca formulacija:

KruZnica je skup nekih to¢aka u istoj ravnini koje su jednako udaljene od neke zadane
tocke te ravnine

nije dobra definicija kruZnice, jer se u njoj navode neke tocke (umjesto sve tocke) u istoj ravnini,
Sto ima za posljedicu da se danom formulacijom ne dobiva cijela kruZnica u ravnini, ve¢ samo
jedan (ili vise) njenih dijelova.
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S druge strane formulacija:

Skup svih tocaka ravnine jednako udaljenih od jedne njezine odabrane tocke zove se
kruznica.

je dobra definicija kruZnice.

1.2 Aksiomi i teoremi

Kao $to se svaki pojam ne moze definirati, tako se i svaka tvrdnja ne moZe dokazati. Neke
tvrdnje smatramo istinitima bez dokaza, a zovemo ih osnovne tvrdnje ili aksiomi. Tvrdnje koje
dokazujemo zovemo dokazne tvrdnje ili teoremi.

Dakle, aksiomi su odabrane tvrdnje koje ne dokazujemo, a teoremi su tvrdnje koje dokazu-
jemo. Aksiome moZemo koristiti u dokazivanju teorema.
Primjeri aksioma:
o Jedan je prirodan broj.
o Svaki prirodan broj ima sljedbenika.
© Za svake dvije razlicite tocke postoji jedinstven pravac kojemu one pripadaju.

o Na svakom pravcu leZe bar tri razlicite tocke.
Primjeri teorema:

o Kvadrat neparnog broja je neparan broj.

o UmnoZak dva uzastopna parna broja je djeljiv s 8.

o Zbroj veli¢ina kuteva u trokutu iznosi 180 stupnjeva.

o Dijagonale romba su okomite.

U formulaciji teorema razlikujemo dva dijela: pretpostavku i konkluziju (zakljucak).
U pretpostavci se navode uvjeti pod kojima vrijedi konkluzija (tj. ono §to se tvrdi i Sto treba
dokazati).

Teoremi se najcesce izrazavaju kondicionalnim (uvjetnim, pogodbenim) recenicama:
Ako je ..., onda je ...
Takve se tvrdnje zovu i hipoteticki sudovi.
Primjer:
Teorem 1: Ako je neki broj paran, onda je i njegov kvadrat paran.

Ako u teoremu medusobno zamijenimo pretpostavku i konkluziju (tako da konkluziju uzmemo
za pretpostavku, a pretpostavku za konkluziju), onda dobivamo novu tvrdnju koja se naziva
obrat danog teorema.
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Primjer:
Obrat Teorema 1: Ako je kvadrat nekog broja paran, onda je i sam broj paran.
Lako se vidi da vrijedi obrat Teorema 1.
Teoremi se izraZzavaju i bikondicionalnim re¢enicama:
. ako 1 samo ako ...

kojima se podrazumijeva da za neki teorem vrijedi i obrat tog teorema.

Bududi da za Teorem 1 vrijedi i njegov obrat, zakljuCujemo da se Teorem 1 moZe izraziti i u
obliku bikondicionalne recenice:

Teorem: Broj je paran ako i samo ako je i njegov kvadrat paran.

Vazno:

* obrat nekog teorema ne mora biti valjan.

Primjer:
Teorem 2: Ako je svaki od brojeva a i b djeljiv s ¢, onda je i broj a + b djeljiv s c.
Obrat Teorema 2: Ako je broj a + b djeljiv s c, onda je svaki od brojeva a i b djeljiv s c.

Uocimo da obrat teorema 2 nije valjan, jer npr. broj 4 = 3 + 1 je djeljiv s 2, ali brojevi 31 1
nisu djeljivi s 2. Dakle, u ovom slucaju Teorem 2 ne moZe se izraziti u obliku bikondicionalne
recenice.

Dokaz teorema logicki proizlazi iz aksioma, definicija ili prethodno dokazanih teorema.

Ako Zelimo dokazati da neka tvrdnja nije istinita (to€na, valjana) dovoljno je navesti jedan
kontraprimjer kojim se pokazuje da dana tvrdnja nije istinita.

S druge strane, opcCenito istinitost neke tvrdnje ne moZze se zasnivati na primjerima za
koje vrijedi ta tvrdnja.

Istinitost tvrdnje mora se zasnivati na dokazu, odnosno logickom zakljucivanju koji pro-
izlazi iz aksioma, definicija ili prethodno dokazanih teorema.

Razlikujemo direktan i indirektan dokaz teorema.

Direktan dokaz: polazi se od pretpostavke i primjenom aksioma, definicija ili dokazanih
teorema, nizom koraka izvodi se istinitost zadane tvrdnje.

Indirektan dokaz: pretpostavlja se suprotno od onog Sto se tvrdi te se primjenom ak-
sioma, definicija ili dokazanih teorema dolazi do kontradikcije. Time se zakljuCuje da
postavljena suprotna tvrdnja ne moze vrijediti, ve¢ da vrijedi polazna tvrdnja.

Opcenito, svaka dokazana tvrdnja koje nije aksiom je teorem. Medutim radi preglednosti i
lakSeg uoCavanja vaznijih tvrdnji, uvode se posebni nazivi za teoreme.
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e Propozicija je manje vazna tvrdnja od teorema. Za razliku od teorema, propozicija nije
glavna tvrdnja koju u nekom djelu, radu ili ¢lanku dokazujemo.

e Lema je pomocna jednostavnija tvrdnja koju koristimo u dokazu glavne tvrdnje tj. te-
orema.

e Korolar je tvrdnja koja je jednostavna posljedica prethodno dokazanog teorema. Istinitost
korolara proizlazi iz dokaza ili formulacije teorema iz kojeg je proizasao.

e Zakon je neki vazniji teorem koji se Cesto koristi u matematici ili fizici.

Konkretno: De Morganov zakon; Arhimedov zakon, Newtonov zakon.

1.3 Deduktivna (aksiomatska) izgradnja matematike

Svaku matemati¢ku granu izgradujemo tako da polazimo od osnovnih pojmova (pojmova

koje ne definiramo) i od odabranih aksioma (tvrdnji koje ne dokazujemo), gdje se novi pojmovi
(koji nisu osnovni) uvode definicijom i nove tvrdnje (koje nisu aksiomi) dokazuju iz aksioma,
definicija ili prethodno dokazanih teorema.
Takav nacin izgradnje nazivamo deduktivnim (aksiomatskim), jer pojmove koje definiramo 1
tvrdnje koje dokazujemo deduciramo (tj. izvodimo) iz osnovnih pojmova i aksioma logickim
pristupom bez utjecaja zora ili iskustva. Dakle, svaki aksiomatski sustav sastoji se od: skupa
osnovnih pojmova, skupa aksioma, zakona logickog zakljucivanja i skupa teorema koji slijede
iz aksioma, definicija ili prethodno dokazanih teorema.

Navedimo da se matematika (i njezine grane) ne izgraduju samo deduktivno, ve¢ i induktivno.
Pritom se promatraju i proucavaju pojedinacni slucajevi nakon ¢ega se dolazi do uopéavanja.
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2 Osnove matematicke logike

U ovom poglavlju razmatrat ¢e se osnovni pojmovi i problemi u matematickoj logici, koji

se odnose na ispitivanje istinitosti neke suvisle izjavne reCenice. Pritom ¢e se promatrati samo
oblik recenica, ali ne i njihov sadrzaj. Drugim rije¢ima, promatrat e se logicke forme u logici
sudova koja je ujedno jedna od najjednostavnijih formalnih teorija.
Dakle, opcenito nece se promatrati sve reCenice, ve¢ samo one za koje se moZe odrediti njihova
vrijednost (istinita ili laZna), a potom Ce se one zapisati u obliku formi (logickih formula) sastav-
ljenih od atomarnih dijelova (propozicijskih varijabli i logi¢kih konstanti) povezanih logickim
veznicima (ne, i, ili, ako je ..., onda je, ... ako i samo ako ...).

2.1 Logika sudova

o Sud je svaka suvisla izjavna recenica koja je istinita ili laZna (neistinita), ali ne oboje.
Primjer 2.1

Objasnimo pojam suda pomocu nekoliko primjera:

* Recenica 7 Tri plus pet jednako je osam.”  je sud, i to istinit.

* Recenica 7 Tri plus pet jednako je deset.”  je sud, i to lazan.

* Recenica 7 Pet minus tri jednako je jedan.” je sud, i to laZan.

* Recenica 'z plus Cetiri jednako je sedam.”  nije sud.

Uoc¢imo da je ova recenica istinita jedino ako je x = 3, a u protivnom je neistinita.
Opcenito za ovu recenicu ne mozemo reci je li ona istinita ili neistinita, sve dok
ne kazemo koliko iznosi x. Dakle, ova reCenica moze biti istinita ili neistinita u
ovisnosti o vrijednosti varijable x, stoga ona nije sud.

* RecCenice " Koliko je sati?” ”Kako si?” ”Koji je danas dan?”

nisu sudovi, jer one nisu izjavne recenice.

* Recenice " Dobar dan.” ”IzraCunajte 5-3 — 77
” Nacrtajte graf linearne funkcije f(z) = 3z —4”

nisu sudovi, jer one nisu izjavne recenice.

* Recenica 7 Danas je ponedjeljak.” nije sud.

Rije¢ “danas” je u svakodnevnom Zivotu vrlo ucestala rije¢, no ona opéenito ne govori
o kojem se danu radi, stoga nam ona onemogucava odredivanje istinitosti ili neistinitosti
recenice.

* ReCenica 712.10.2020. je ponedjeljak.”  je sud, 1 to istinit.
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* Recenica 7 12.10.2020. je srijeda.” je sud, i to laZan.
* ReCenica 7Jasadalazem.” nije sud.

Ako pretpostavimo da je reCenica ”Ja sada laZem.” istinita, onda sam ja lagala pa je
ono Sto sam rekla lazno (Sto je u kontradikciji s pretpostavkom istinitosti reenice).

S druge strane, ako pretpostavimo da je reCenica Ja sada laZem.” neistinita, onda
janisam lagala pa je ono $to sam rekla istinito (Sto je u kontradikciji s pretpostavkom
neistinitosti reCenice). Dakle, za ovu reCenicu ne mozemo reci ni da je istinita, niti
da je neistinita.

Sudovi se u matematici (matemati¢koj logici) zapisuju logickim formulama koje krace nazi-
vamo formulama. Prije definicije formule, objasnimo najprije pojmove atomarnih formula,
logickih konstanti i logi¢kih veznika.

Definicija 2.2

Propozicijske varijable oznatavamos: P, (), R,S ... iliponekads: P, P,.... P, ...,
a logicke konstantes: T i L, gdjese T nazivaistina,a L laz.

Atomarna formula je svaka propozicijska varijabla ili logi¢ka konstanta.

Definicija 2.3

Logicki veznici se redom nazivaju:

negacija
konjunkcija
disjunkcija
kondicional

T 1 < > 4

bikondicional

Definicija 2.4

Formule éemo oznacavati velikim slovima A, B,C, F, F1, F5, . ..
Pojam formule (logi¢ke formule) definira se induktivno:

1. Svaka atomarna formula je formula.
2. Akosu Ai B formule,ondasui -A, ANB, AVB, A— B, A<+ B formule.

Svaka formula nastaje primjenom konac¢no mnogo koraka iz uvjeta 1. i 2.

¢ Drugim rije¢ima, svaka formula se rekurzivno gradi pomoc¢u atomarnih ili prethodno for-
miranih formula koje povezujemo logickim veznicima tako da ispred svake formule sta-
vimo negaciju ili da izmedu dviju formula stavimo jedan od logickih veznika: konjukcije,
disjunkcije, kondicionala, bikondicionala. Postupak se moZe nastavljati samo kona¢no
mnogo puta.
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U nastavku ¢emo sa S oznacavati skup formula.

Primjer 2.5
Primjeri formula: “PV(PANQ)—Q
(P Q)VP)NR—=Q)
P+ Q
(=(PVQ) = (PA-R)) & (=(R—=Q)AR)V P)
Pritom su P, (), R neke atomarne ili prethodno formulirane formule.
Neka su Py, P, Ps, ... formule. Tada npr.
PANP,AP3A ...
PLVPVPV...

P1—>P2—>P3—)...
PlHPQHP:g(—)...

navedeni izrazi (reCenice) nisu formule, jer su oni sastavljeni od beskona¢no mnogo formula 1
logickih veznika - vidi definiciju 2.4.

U nastavku ¢emo definirati §to znaci da je neka formula istinita, odnosno laZna (neistinita).

Definicija 2.6
Svako preslikavanje [: S — {0, 1} sa skupa formula S u skup {0, 1} naziva se interpreta-

cija i kazemo

— formula £ je istinita za interpretaciju / ako je /(F') =1
(4. ako je vrijednost interpretacije / na formuli F' jednaka jedan);

— formula £ je lazna (neistinita) za interpretaciju [ ako je I(F) =0
(. ako je vrijednost interpretacije I na formuli F' jednaka nuli).

Nadalje, vrijedi:
I(S)=1 akoisamoakoje [(F)=1 zasvaki F eSS

i analogno
I(S)=0 akoisamoakoje [(F)=0 zasvaki F' €S,
gdje S oznacava skup formula.

Pritom za logicke konstante T (istina) i L (laz) vrijedi: I(T) =1, I(L)=0.
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¢ Drugim rijeCima, interpretacija je pridruZivanje istinite ili laZzne vrijednosti svakoj for-
muli iz skupa formula. Dakle, svakoj formuli /' se jednom interpretacijom / pridruzuje
vrijednost 1 ili 0, Sto se interpretira da je formula F' istinita ili laZzna za interpretaciju /.

Nadalje, kazemo da je skup svih formula istinit za interpretaciju I ako i samo ako je svaka
formula iz skupa svih formula istinita za interpretaciju /.

Analogno, kaZzemo da je skup svih formula lazan za interpretaciju I ako i samo ako je
svaka formula iz skupa svih formula lazna za interpretaciju /.

Definicija 2.7

Neka je /: S — {0,1} interpretacija i neka su A i B proizvoljne formule iz skupa S
(A, B € 5). Tada se vrijednost interpretacije / na proizvoljnoj formuli definira induktivno:

I(-A) =1 akoisamo akoje [(A) =0;

I(ANB) =1 akoisamoakoje [(A)=11 I(B)=1,
I(AvB)=1 akoisamoakoje [(A)=11ili I[(B)=1;
I(A— B)=1 akoisamoakoje [(A)=0ili [(B)=1;
I(A<+B)=1 akoisamoakoje [(A)=1I(B)

Napomena:

Veznik ”ili” shvacamo inkluzivno. Konkretno: [(A) = 1 ili I(B) = 1 znadi da je ili
I(A) =1 ili I(B)=1 ilioboje I(A)=11i I(B)= 1.

Indukcijom po sloZenosti proizvoljne formule /' definira se vrijednost interpretacije I na for-
muli F'.

Vrijednosti interpretacija na formulama mogu se preglednije zapisati i pomocu tablica koje se
nazivaju semanticke tablice. Tada obzirom na definiciju 2.7 proizlaze sljedece semanticke
tablice:

(A[B[-A[AAB[AVB|[ASB|AGB]
1|1 0 1 1 1 1
110 0 0 1 0 0
01 1 0 1 1 0
00 1 0 0 1 1

U svakom retku semantickih tablica predstavljena je jedna interpretacija formule.

Primjer 2.8

Neka su A, B,C' € S proizvoljne formule i neka je zadana interpretacija 7: S — {0,1}
na sljedeci nacin:
I(A)=1(B)=0 1 I(C)=1.

Odredimo vrijednost interpretacije / na formuli F' = (-AV B) — =(C < (B V =()).
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Rjesenje:
Odredivanje traZene vrijednosti provesti éemo pomocu semanticke tablice za zadanu inter-
pretaciju [ na formuli F'. Pritom uvodimo pokrate:
F = F1 — _|F2
gdje je:
Fi=(-AVB) i F,=(C+ (BV-0)).

[A[B|[C[A[R ]| C[BV-C|FK]-F[F]
tftjtfo] o JoJ ¢t 1]

Dobili smo da je I(F') = 1, stoga zakljucujemo da je zadana formula F istinita za zadanu
interpretaciju /.

* Za zadanu formulu F' = (mAV B) — =(C < (B V —(C)) ispisite semanticku tablicu
za sve moguce vrijednosti interpretacija / na formuli ' € S.

RjesSenje:
’ A ‘ B ‘ C H -A ‘ F1 ‘ -C ‘ BV -C ‘ F2 ‘ _|F2 ‘ F1 — _|F2 ‘
111 0 1 0 1 1 0 0
1110 0 1 1 1 0 1 1
1101 0 0 0 0 0 1 1
1100 O | O 1 1 0 1 1
O] 111 1 1 0 1 1 0 0
0110 1 1 1 1 0 1 1
0011 1 1 0 0 0 1 1
0]0|O0 1 1 1 1 0 1 1

U nastavku ¢emo promatrati proizvoljnu formulu F' iz skupa formula S i definirati kada ée
formula F' € S biti ispunjiva, oboriva, tautologija, antitautologija.

Definicija 2.9

 Za formulu F' kazemo da je ispunjiva ako postoji interpretacija I tako da je I(F') = 1.
* Za formulu F' kaZemo da je oboriva ako postoji interpretacija I tako da je I(F') = 0.

» Za formulu F' kaZemo da je tautologija (valjana ili identicKi istinita) ako je ona istinita
za svaku interpretaciju.

e Za formulu F kaZemo da je antitautologija (identicki neistinita) ako je ona lazna
(neistinita) za svaku interpretaciju.
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Drugim rije¢ima, formula F' je ispunjiva ako postoji interpretacija I koja ju Cini istinitom i
analogno formula F’ je oboriva ako postoji interpretacija I koja ju ¢ini laznom (neistinitom).
Nadalje, usporedivanjem definicije 2.9 s definicijom 2.6 zakljucujemo:

O

G G G G G G

G

O
O

formula koja je istinita za neku interpretaciju je ujedno i ispunjiva formula;
formula koja je laZna za neku interpretaciju je ujedno i oboriva formula;
formula koja je istinita za svaku interpretaciju je tautologija;

formula koja je laZzna za svaku interpretaciju je antitautologija;

formula koja je tautologija je ujedno i ispunjiva, ali nije oboriva;

formula koja je antitautologija je ujedno i oboriva, ali nije ispunjiva;

formula koja je tautologija nije antitautologija i obratno; formula koja je antitautologija
nije tautologija;

ispunjiva formula opéenito nije tautologija (osim ako je ispunjiva za svaku interpretaciju);

oboriva formula opcéenito nije antitautologija (osim ako je oboriva za svaku interpreta-
ciju);

formula moZe biti i ispunjiva i oboriva;

formula koja je ispunjiva i oboriva nije tautologija niti antitautologija.

Primijetimo da iz definicije 2.9 direktno proizlazi da ¢e formula F’ biti ispunjiva i oboriva ako
postoji neka interpretacija I za koju je F' istinita i ako postoji neka druga interpretacija za koju
je F' lazna, odnosno ako je formula F' istinita za neku interpretaciju i laZna za neku drugu
interpretaciju.

(® IzrecCenog, lako se moZe uociti da je formula F' zadana u primjeru 2.8 ispunjiva i oboriva,

ali nije tautologija niti antitautologija.

Definicija 2.10

Neka je S skup formula i F' proizvoljna formula.

Kazemo da formula F' logicki slijedi iz skupa S i piSemo S |= F' ako za svaku interpretaciju
I zakojuje I(S) =1 vrijedidaje I(F) = 1.

o

Drugim rije¢ima, formula F' logicki slijedi iz skupa S ako je formula F istinita za svaku
interpretaciju za koju su sve formule iz skupa S istinite.
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Primjer 2.11
Dokazimo da vrijedi:
(a) {(P—>Q),P}EQ (formula @ logicki slijedi iz skupa {(P — Q), P})
(b) {(P—=Q),~P}FE-Q
(negacija formule @ logi¢ki ne slijedi iz skupa {(P — Q),—P})
Rjesenje:
(a) {(P—=Q),PtEQ

Primijetimo da je S = {(P — @), P} zadani skup formula (tj. skup S se sastoji od dviju
formula: (P — Q) i P).

Primjenom definicije 2.10 formula @) ¢e logicki slijediti iz skupa {(P — @), P} ako
pokazemo da je formula () istinita za svaku interpretaciju /: {(P — Q), P} — {0,1} sa
skupa {(P — @), P} na skup {0, 1} za koju su obje formule P i (P — () istinite.

Zapisimo sada semantic¢ku tablicu za sve moguce vrijednosti interpretacija na formulama P, ()
i(P—Q):

([ PlQ[P—Q]
1 1] 1
10| 0
01| 1
00| 1

Primijetimo da su obje formule P i P — () istinite samo za jednu interpretaciju (vidi prvi
redak) za koju je istinita i formula (). Time zaklju¢ujemo da vrijedi zadana tvrdnja:

{(P=Q),P}FQ
i kazemo da formula () logicki slijedi iz skupa {(P — @), P}.

(b) {(P—Q),~P} F-Q
U ovom slucaju se skup formula sastoji od sljedecih dviju formula: (P — Q) i —P.
Pritom oznaka [~ (logicki ne slijedi) oznacava negaciju od = (logicki slijedi).
Ispitajmo vrijedi li
{(P—=Q),-P}E-CQ
(da formula —@) logicki slijedi iz skupa {(P — @), —P}).
Primjenom definicije 2.10 formula =) ¢e logicki slijediti iz skupa {(P — @), ~P} ako

pokazemo da je formula —() istinita za svaku interpretaciju I : {(P — @Q),~P} — {0,1}
sa skupa {(P — @), —P} naskup {0, 1} za koju su obje formule =P i (P — () istinite.
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ZapiSimo semanticku tablicu za sve moguce vrijednosti interpretacija na formulama
-P, (P— Q)i -Q.

(Pl -P|PoQ[Q]
T[1]0] 1 |0
[0 0] 0 |1
01| 1| 1 |0
0ojo| 1| 1 |1

Primijetimo da su obje formule =P i P — () istinite za dvije interpretacije (vidi treéi i Cetvrti
redak) te podsjetimo se da ¢e formula =) logicki slijediti iz skupa {(P — @), ~P} jedino ako
je za te dvije interpretacije i formula —() istinita.

Medutim, za jednu od tih dviju interpretacija formula —() je laZzna (vidi treéi redak), stoga
zakljucujemo da formula —() logicki ne moze slijediti iz skupa {(P — @), P} i piSemo:

{(P—=Q),~P} Q.
Definicija 2.12
Ako je skup formula S jednoclani skup, tj. S = {A}, onda se
{A} E B zapisujeiuobliku A= B
i Cita: formula A implicira formulu 5.

¢ Drugim rije¢ima, kazemo da formula A implicira formulu B i piSemo A = B ako je
formula B istinita za svaku interpretaciju za koju je i formula A istinita.
Dakle, formula A implicira formulu B ako za svaku interpretaciju / za koju je 1(A) =1
vrijedi da je I(B) = 1.
Napomena:

Obratimo pozornost da se kondicional bitno razlikuje od implikacije.
Drugim rije¢ima, kondicional ne moZemo poistovjetiti s implikacijom.

A[B[A—>B]
11 1
1o o
01| 1
00 1

Promatramo li semanticku tablicu za formulu A — B (A kondicional B), mozemo uociti da je
formula A istinita za dvije interpretacije (vidi prvi i drugi redak), ali formula B nije istinita za
obje interpretacije, stoga formula A ne implicira formulu B i piSemo A # B.

S druge strane pokazuje se da vrijedi sljedeca tvrdnja.

12
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Teorem 2.13
Za bilo koje dvije proizvoljne formule A i B vrijedi

A= B ako i samo ako je A — B tautologija (valjana formula).

Uocimo da iz semanticCke tablice za formulu A — B prozlazi da formula A — B nije tautolo-
gija, jer postoji jedna interpretacija za koju je formula A — B laZna (vidi drugi redak). Time
zaklju¢ujemo da A % B.

Zadatak 2.14

Za vjezbu provjerite vrijedi li:

1L A{(P=Q),(Q— PP +Q)
2. (PNQ)=P
3. P=(PVQ)
4. (PVvQ)#A P
Definicija 2.15

KaZemo da su formule A i B logicki ekvivalentne i piSemo A < B ako za svaku interpre-
taciju [ vrijedi 1(A) = I(B).

> Drugim rijeCima, kazemo da su formule A i B logicki ekvivalentne ako one imaju jednake
istinitonosne vrijednosti za svaku interpretaciju /.

Primjer 2.16

Dokazimo da vrijedi: (A — B) & (A V B).
Rjesenje:

Treba provjeriti imaju li formule A — B i —A V B jednake istinitonosne vrijednosti za
svaku interpretaciju /. IspiSimo sematicke tablice za dane formule:

(A[B[A-B[-A]-AVEB] [(A=DB o (AVD]
11 1 0 1 1
110 0 0 0 1
01 1 1 1 1
00 1 1 1 1

Uvedemo li oznake: Fi=A —+ B i I, =-AV B,

tada iz danih tablica proizlazi da za svaku interpretaciju [ vrijedi I(F}) = I(F3), stoga primje-
nom definicije 2.15 proizlazi da su formule F; i F; logicki ekvivalentne i piSemo F; < F5.
Time je: (A — B) < (-AV B).

Pokazuje se da vrijedi sljede¢a tvrdnja.

13
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Teorem 2.17
Za bilo koje dvije proizvoljne formule A i B vrijedi

A< B ako i samo ako je A+ B tautologija (valjana formula).

Primjenom definicije bikondicionala, uo¢imo da je formula /| <+ F; tautologija, gdje je:
Fir=A— B i F,=-AV B, vidi primjer 2.16.

Zadatak 2.18
Za vjezbu dokaZite da vrijede sve tvrdnje slijedeca tri teorema.

Uputa: Sve tvrdnje vrijede, a dokazuju se analogno kao u prethodno navedenim primjerima.

Teorem 2.19
Neka su A i B proizvoljne formule, tada vrijedi:
A & A
AN(BVA) A

=
-(A—B) < (AA-B)
=3

(A<« B) (A= B)A (B — A)
Teorem 2.20
Neka su A i B proizvoljne formule, tada vrijedi:
A = A zakon refleksivnosti
(A-B)—-A = A Pierceov zakon
-A = A-—>B zakon negacije premise
-(-4) & A zakon dvojne negacije
ANA & A zakon idempotentnosti za konjukciju
AVA & A zakon idempotentnosti za disjunkciju
-(AANB) < (-AV-B) De Morganov zakon
-(AVvB) < (mAAN-B) De Morganov zakon
A—-B < -B—-A zakon kontrapozicije
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Teorem 2.21
Neka su A, B i C proizvoljne formule, tada vrijedi:
(ANAB)ANC < AN(BACQO) asocijativnost konjukcije
(AVB)vVC < Av(Bv(O) asocijativnost disjunkcije

AN(BVC) < (AANB)V(AANC) distributivnost konjukcije prema disjunkciji

AV (BANC) < (AVB)A(AV(O) distributivnost disjunkcije prema konjukciji

15
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3 Skupovi

Skup je osnovni pojam koji se ne definira; njegovo znacenje opisujemo kao kolekciju obje-
kata koji zajedno Cine cjelinu.

Ako neke objekte shvaéamo kao cjelinu, onda kaZzemo da oni ¢ine skup sastavljen od tih obje-
kata.

KaZemo da je skup dobro definiran (odreden) ako za svaki objekt mozemo odrediti je li on ili
nije sadrZan u tom skupu.

Ako je neki objekt sadrzan u skupu, onda kazemo da je on element tog skupa.
Ako neki objekt nije sadrzan u skupu, onda kaZzemo da on nije element tog skupa.

Skupove oznaCavamo velikim Stampanim slovima, a njihove elemente (¢lanove) malim slovima.
 Konkretno, S = {a,b,c} oznafava skup S koji je sastavljen od elemenata a, b1i c.
Dakle, a, b1 c su sadrzani u skupu S, stoga su a, b i c elementi skupa S'i piSemo: a € 5,

be Sice S (likraée: a,b,c €5).

Lako se vidi da d nije sadrZan u skupu S, stoga d nije element skupa S i piSemo:

dé¢s.
Navedimo da se a € S ponekad zapisuje i u obliku S > a.

Primijetimo da npr. skup svih zanimljivih filmova ili dobrih pjesama ili smijeSnih viceva nije do-
bro definiran skup (Sto znaci ”zanimljiv”, ”dobar”, ”smijeSan” - ovisi o subjektivnom doZzivljaju
svake osobe).

Skup se zadaje tako da se navedu njegovi elementi, npr:

o {0,1}  (skup sastavljen od elemenata 0 i 1);

o {ponedjeljak, utorak, srijeda, Cetvrtak, petak, subota, nedjelja}
(skup sastavljen od 7 elemenata: naziva dana u tjednu);
o S={a,b,c} (skup S sastavljen je od 3 elementa: a, b1 c);
o A={ay,a9,as,...,a,} (skup A sastavljen je od n elemenata: ay, as, as, .. .a,);

& B:{bl,bg,bg,...}

(skup B sastavljen je od (prebrojivo mnogo)' elemenata by, by, bs, . . .).

Skupovi se takoder zadaju i tako da se navede svojstvo, odnosno uvjet P(z) koji moraju zado-
voljavati svi njegovi elementi. PiSemo:

X={z|Plx)} ii X={x:P)}

I prebrojivost skupa obradit ée se poglavlju Ekvipotentni skupovi
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i interpretiramo da se skup X sastoji od svih onih elemenata x takvih da vrijedi svojstvo P(x).
Pritom se oznaka ” | 7, odnosno ” : 7 Cita: takvih da je.

Drugim rijeCima, skup X se sastoji od svih onih elemenata koji zadovoljavaju (imaju) svojstvo
P(z).

Primjer 3.1

Navedimo nekoliko primjera skupa zadanih uvjetom P(z):

» A={zx|x jetrokuturavnini}

oznacava da se skup A sastoji od svih (mogudih) trokuta u ravnini;
& D ={z|x jemati¢ni broj gradana RH};
& M ={y |y je mati¢ni broj gradana RH s prebivali§tem u Rijeci};
& P ={z| z jebroj registracijske tablice vozila na podrucju Primorsko-goranske Zupanije};
& Z ={w|w je algoritam za rjeSavanje problemskih zadataka}.

U matematici se naj¢eS¢e koriste skupovi brojeva, stoga ¢emo ukratko ponoviti te skupove i
njihove standardne oznake:

1. skup prirodnih brojeva: N ={1,2,...,n,n+1,...},

2. skup cijelih brojeva: Z=A...,—(n+1),—-n,...,—2,-1,0,1,2,...,n,n+1,... },
3. skup racionalnih brojeva: Q = {% la,beZ, b+ O},

4. skup iracionalnih brojeva: [ sastoji se od svih iracionalnih brojeva

kazemo da je neki broj iracionalan ako on nije racionalan (odnosno; ako se on ne
moZe zapisati u obliku racionalnog broja); navedimo nekoliko iracionalnih brojeva:

3 /3
\/5,—\/5,\/5,—\/1_0,...,—\/7—, s TABIL e 272,

5. skup realnih brojeva: R sastoji se od svih racionalnih i iracionalnih brojeva (vidi opera-
cije sa skupovima),

6. skup kompleksnih brojeva: C = {a+bi | a,b € R},
gdje je i € C imaginarna jedinica za koju vrijedi: 2 = —1.
Primjer 3.2
Navedimo nekoliko primjera:

© A={reN|3<z<10} (oznatavada se skup A sastoji od prirodnih brojeva
brojeva 4,5,6,7,8,9,10);
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© B={x|x=3n,n€Z} (oznatavada se skup B sastoji od svih cijelih brojeva
koji su djeljivi brojem 3);

© D ={3k|k <33, ke N} (oznalava da se skup D sastoji od svih prirodnih
brojeva manjih ili jednakih od broja 99 koji su
djeljivih brojem 3);

© G={reN|2?2—-1=0} (oznacava da se skup G sastoji od samo jednog
elementa i to broja 1, jer —1 nije prirodan broj);

© S={3"+5|x€Z} (oznacCava da se skup S sastoji od svih racionalnih
brojeva koje dobivamo iz izraza 3* + 5 za svaki cijeli
broj x);

© V={ze€R|-3<x<5} (oznatavada se skup V sastoji od svih realnih brojeva
koji su veci ili jednaki od —3 1 (strogo) manji od 5).

Definicija 3.3

Prazan skup je skup koji nema nijednog elementa. Oznac¢avamo ga s () ili {}.

Napomena:
Treba ralikovati () od {0}.
Primijetimo da () oznaCava prazan skup (koji nema nijednog elementa), dok {()} oznacava skup
koji se sastoji od jednog elementa () (praznog skupa) - vidi primjer 3.11.
Primjer 3.4
Primjeri praznih skupova:

{z|x#£z}=0; {zeR|2? <0} =0 {zreR|2*+1=0}=0.

Napomena:

Navedimo primjere u kojima nije dobro definiran skup.
1. Skup {z|2*—-1=0}

nije dobro definiran, jer rjefenja x; = —1, 75 = 1 jednadZbe 2> — 1 =0
ovise o izboru skupa brojeva (N, Z, Q, I, R ili C) u kojemu rjeSavamo zadanu
jednadzbu. Uocimo sljedece:

{reN|z?—-1=0} ={1}, {zel|z*-1=0}=0,
{reZ|z*-1=0}={-1,1}, {reR|2>-1=0}={-1,1},
{reQ|2?-1=0}={-1,1}, {zeC|2*-1=0}={-1,1}.
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2. Analogno prethodno navedenom, takoder i skup  {z | z*> + 1 = 0}

nije dobro definiran. Primijetimo da jednadzba 22 + 1 = 0 nema rjeSenje u skupu
realnih brojeva, ali zato ima dva konjugirano kompleksnarjeSenja 1 = —2 1 x9 =1
u skupu kompleksnih brojeva. Time je:

{zeR|22+1=0}=0,
{zeC|z*+1=0}={i,—i}, gdjeje: i =+—1.

Dakle, u ovisnosti o izboru skupa realnih ili kompleksnih brojeva dobivaju se dva
medusobno razli¢ita skupa.

Naglasimo da se npr. skup {z € R|2*> -1 =0}

moZe zapisati i u obliku: {x|zeRA22-1=0}

ili: {zx |z eR, 2> —1=0}.
3. Skup {z | x je trokut}

nije dobro definiran, jer nije navedeno gdje su zadani trokuti.
Uocimo da trokuti mogu biti zadani u ravnini ili u prostoru.

3.1 Odnosi izmedu skupova

Obzirom na odnos (relaciju) biti podskup izmedu dva (ili vise) skupa razlikujemo podsku-
povnost i jednakost skupova, stoga ¢emo najprije definirati odnos biti podskup.

Podskupovnost skupova

Definicija 3.5

Skup A je podskup skupa B i piSemo A C B ako i samo ako je svaki element skupa A
ujedno i element skupa B.

<¢» Drugim rije¢ima: ACB akoisamoako (re€e A = x€ B).
Svaki skup kojemu je A podskup zove se nadskup skupa A.

Dakle, ako je A C B, onda kazemo da je skup A podskup skupa B ili da je skup B
nadskup skupa A.

Za svaki skup A vrijedi: A C A (svaki skup je podskup samog sebe),
() C A (prazan skup je podskup svakog skupa).
Definicija 3.6

Skup A je pravi podskup skupa B i piSemo A C B ako i samo ako je skup A podskup
skupa B i ako skup B sadrZi barem jedan element koji nije sadrzan u skupu A.
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¢ Drugim rije¢ima: ACB akoisamoako (AC B A (dx € B ANz ¢ A)).
Uociti: A¢Z A (nijedan skup ne moze biti pravi podskup samog sebe),
() € A zasvaki A # () (prazan skup je pravi podskup svakog nepraznog skupa).
Napomena:

Pod podskupovnoscu dvaju skupova A i B podrazumijeva se daje A C Bili B C A ili
AcCBiliBCA.

Skupove graficki prikazujemo figurama u obliku krugova koje nazivamo Vennovim dijagra-
mima.

{ I"I |'I A A
| . | |n |

._\‘ _I.-"I !
\\______/ \'x > __,//f
AchB AcB
FheB, hed

Slika 1: Vennovi dijagrami: pravi podskup i podskup

Primjer 3.7

Neka je zadan skup D = {a, b, c}. Tada su
0, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c} podskupovi skupa D, a
0, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c} pravi podskupovi skupa D.

Definicija 3.8

Skupovi A i B su neusporedivi obzirom na odnos biti podskup ako A ¢ B i B ¢ A.

Konkretno, skupovi A = {1,2,3} i B = {2, 3,4} su neusporedivi obzirom na odnos biti pod-
skup, jer A € B, alii B ¢ A.

Zadatak 3.9
1. DokaZite da za skupove B, C'i D iz primjera 3.2 vrijedi: D C B, C' C B.
2. DokaZite:

(a) AcCB = ACB
() ACB # ACB
(¢ ACB = A¢ B.

3. Dokazite: ako su A i B neusporedivi skupovi obzirom na odnos biti podskup, onda je

A+ B.
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Jednakost skupova

Definicija 3.10
Skup A jednak je skupu B i piSemo A = B ako i samo ako je svaki element skupa A
ujedno i element skupa B i obratno ako je svaki element skupa B ujedno i element skupa A.

<¢» Drugim rije¢ima: A=B akoisamoako (ACB A BCA).

Konkretno, vrijede jednakosti sljedecih skupova:
{¢,a,b} = {a,b,c¢} (poredak elemenata u skupu nije bitan);
{1,3,2,1,2,1} = {1,2,3} (ponavljanje istog elementa u skupu je nepotrebno).

Jednakost dvaju skupova moZze se prikazati sljede¢im Vennovim dijagramom.

N

L)

Slika 2: Vennov dijagram skupa

Primjenom definicija 3.6 i1 3.10 direktno proizlazi: akoje A C B, ondaje A # B.
Napomena:

Ako je skup A podskup skupa B, onda skup B moZze, ali ne mora biti podskup skupa A.
Medutim, ako je skup A pravi podskup skupa B, onda skup B ne moZe biti pravi podskup skupa
A.

Primjer 3.11

Dokazimo: () # {(}.
Rjesenje:

Primjenom definicije 3.5 proizlazi daje () C {0} i {0} € 0, stoga koristeéi definiciju 3.10
slijedi 0 # {0}.

Primjer 3.12

Za skupove brojeva vrijedi: NCZ CQ, QCR, IcR, RcC.

Neka su a i b bilo koja dva realna broja takva da je a < b. Tada u skupu R (realnih brojeva)

razlikujemo sljedece intervale (podskupove skupa R):

¢ otvoren interval: (a,by ={x e R |a <z <b},

¢ segment ili zatvoren interval:  [a,b] = {x € R| a <z < b},
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¢ poluotvoreni (ili poluzatvoreni) interval:  {(a,b] = {r € R |a < x < b} ili
la,0) ={zr €R |a <z <b}.

Pritom brojeve a i b zovemo granicama (odgovarajuéih) intervala.
Nadalje, ako je jedna granica intervala jednaka plus ili minus beskonacnosti, onda imamo
sljedece intervale u skupu R (koji su takoder njegovi podskupovi):

& (—00,b) ={x e R |z < b}, (—00,b] ={z € R | x < b},

& (a,+o0) ={r e€R|a <z}, la,+00) ={z € R|a <z}, (—o0,+00) = R.

3.2 Operacije sa skupovima

Osnovne operacije sa skupovima su presjek, unija i razlika skupova.

Definicija 3.13

Presjek skupova Ai B (oznaka: AN B) je skup koji ¢ine svi elementi koji su i u skupu A
1 u skupu B 1 piSemo:
ANB={x|xe€ AN ze B}

Slika 3: Vennov dijagram presjeka dvaju skupova

Za skupove A i B kazemo da su disjunktni skupovi ako i samo ako nemaju zajednickih
elementa, odnosno ako je AN B = ().

Slika 4: Vennov dijagram presjeka dvaju disjunktnih skupova

Uo¢imo: QNI = 0.
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Akoje A C B,ondaje ANB = A.

A \
(H f,
\L//Agﬁ = AnB=4

Slika 5: Vennov dijagram od AN B akoje A C B

Primjer 3.14

Neka su skupovi A, B i C' zadani sljede¢im Vennovim dijagramom:

A B C

Tada su sva tri skupa neusporediva obzirom na odnos biti podskup, jer A Bi BZ A, A¢Z C
iC¢ABZCiCEB
S druge strane, skupovi A i C'i skupovi B i C' su disjunktni, jerje ANC =0 i BNC = 0.

Primjer 3.15
1. Neka su zadani skupovi A = {1,2,3}, B={0,3,5} i C ={-1,0,5}.
Tadaje ANB={3}, AnNC =0, BNC ={0,5}. AiC sudisjunktni skupovi.
2. Neka su zadani skupovi M = (—=2,3], N =[2,4) i Q = (3,4).
Tadaje MNN =23, MNQ =0, NNQ = (3,4). M iQ su disjunktni skupovi.

Napomenimo da se intervali (podskupovi skupa realnih brojeva) ne mogu graficki pri-
kazati Vennovim dijagramom, ve¢ se oni prikazuju na brojevnom pravcu. Konkretno,
obzirom na zadane skupove M, N i () imamo sljedeéi graficki prikaz:

M = {-2,3]

Slika 6: Graficki prikaz intervala na brojevnom pravcu
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Definicija 3.16

Unija skupova A i B (oznaka: AU B) je skup koji ¢ine svi elementi koji su u skupu A ili
u skupu B i piSemo:
AUB={zx|x€ AV ze€ B}

B

AUB

AuB

Slika 7: Vennov dijagram unije dvaju skupova

AcB = AuB=R

Slika 8: Vennov dijagram od AU B akoje A C B
UoCimo: QUI=R.
Primjer 3.17
Odredimo uniju skupova zadanih u primjeru 3.15.
1. Akoje A=1{1,2,3}, B=1{0,3,5} i C ={-1,0,5}, onda je:
AUuB=10,1,2,3,5}, AUC ={-1,0,1,2,3,5}, BUC ={-1,0,3,5}.
2. Akoje M =(-2,3], N =1[2,4) i Q= (3,4), onda je:
MUN =(=24), MUQ = (-2,4), NNQ = [2,4) (vidi sliku 6).
Definicija 3.18
Razlika skupova A i B (oznaka: A\B) je skup koji ¢ine svi elementi koji su u skupu A,
a nisu u skupu B 1 piSemo:
AB={x|xzeANuz¢ B}
Uoc¢imo: R\Q =1 i analogno R\I = Q.
Primjer 3.19

Odredimo razlike skupova zadanih u primjeru 3.15.
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AcB = A\B=0

Slika 11: Vennov dijagram od A\B i B\ A akoje A C B

1. Akoje A=1{1,2,3}, B=1{0,3,5} i C ={-1,0,5}, onda je:
A\B ={1,2}, A\C ={1,2,3}, B\C = {3},
B\A ={0,5}, C\A ={-1,0,5}, C\B ={-1}.
2. Akoje M =(-2,3], N =12,4) i Q= (3,4), onda je:
M\N =(=2,2), M\Q =M (MNQ=10), N\Q = [2,3],
N\M =34, Q\M=Q (MNQ=0), Q\N =0 (vidi sliku 6).
Definicija 3.20

Neka je S neki neprazan skup i neka je A neki skup takavdaje A C S.

Komplement skupa A u odnosu na skup S (oznaka: Cs(A) ili AS) Cine svi elementi koji su
u skupu .S, a nisu u skupu A i piSemo:

Os(A) = S\A.

Primjenom definicije 3.18 proizlazi: Cs(A) ={z |z € S N x ¢ A}, gdjeje ACS.
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Navedimo da se Cesto promatra komplement skupa u odnosu na neki sveobuhvatan skup koji
se naziva univerzalni skup (univerzum) i oznacava s U. Pritom se komplement skupa A (u
odnosu na univerzalni skup U) oznacava s C(A) ili kraée A© te je:

A ={zcU|z¢ Al =U\A,

gdje se podrazumijeva da skup U sadrzi skup A, odnosno daje A C U.
Univerzalni skup se Vennovim dijagramom predocuje pravokutnikom.

U
A€ A

Slika 12: Vennov dijagram komplementa skupa A u odnosu na univerzalni skup U
Za vjezbu dokazite da vrijede sve tvrdnje sljedeceg teorema. Tvrdnje se dokazuju analogno kao
u primjeru 3.22.

Teorem 3.21
Neka su A, B i C proizvoljni skupovi. Tada vrijedi:

ANnbh=A4A AUb=A4

ANA=A zakon idempotentnosti za presjek,
AUA=A zakon idempotentnosti za uniju,
ANB=BNA komutativnost presjeka,
ANB=BUA komutativnost unije,
(ANB)NC=An(BNC) asocijativnost presjeka,
(AUB)UC =AU (BUC) asocijativnost unije,

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) distributivnost presjeka prema uniji,

AU(BNC)=(AuB)N(AUC) distributivnost unije prema presjeku.

Primjer 3.22

Neka su A, B i C proizvoljni skupovi. Dokazimo da vrijedi svojstvo distributivnosti unije
prema presjeku:

AU(BNC) =(AUB)N(AUC).
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Rjesenje:
AU(BNC)= {z|z€Avze(BNC)}
{r|zeAv(zxe BAhz e ()}

{r|(xreAvazeB)AN(ze AVvee ()}
{r|ze(AUB)Az e (AUC)}
{zlze(AUB)N(AUC)}
(AUB)N(AUCQ)

—
L]
~—

(*) primjena svojstva distributivnosti disjunkcije prema konjukciji, vidi teorem 2.21.

Za vjezbu dokazite da vrijede sve tvrdnje sljedeceg teorema. Tvrdnje se dokazuju analogno kao
u primjeru 3.24.

Teorem 3.23

Neka su A i B proizvoljni skupovi koji su sadrZani u nekom univerzalnom skupu U. Tada
vrijedi:

ANnU=A
AuU=U
ANAC =10
AUAY =U
(A%) =4
(AN B)Y = A° U B¢
(AUB)® = AN B¢

A\B = AN B C B¢

B\A°=BnA
A\B® = B\A
Primjer 3.24

Neka su A i B proizvoljni skupovi koji su sadrZani u nekom univerzalnom skupu U. Dokazimo
da vrijedi

(a) (ANB)C = A°U BC
(b) AC\BC = B\A
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Rjesenje:

(a)
(ANB)Y = {zeUl|z¢ (ANB)}
= {zeU|-(re(ANB))}
= {zeU|-(re ANz € B)}

Y freU|(~(z € A)V(~(z € B))}
= {zcU|z¢ AVa ¢ B}
= AU B¢

(*) primjena De Morganovog zakona, vidi teorem 2.20.

(b)
A\B® = {zeU|xze A° Az ¢ B}
= {zeU|z¢ AN (~(z € BY))}
= {zeUleg AN(=(x ¢ B))}

W {reU|zg AN (~(~(x € B)))}
= {zeU|x¢ ANz € B}

= {zeU|xe BNz ¢A}

— B\A

(=) primjena zakona dvojne negacije, vidi teorem 2.20.

Definicija 3.25

Neka je S proizvoljan skup. Skup svih podskupova skupa S (oznaka: P(S)) zovemo par-
titivnim skupom skupa S i piSemo:

P(S)={A| AC S}.

Konkretno, neka je zadan skup A = {1,2,3}. Tada je partitivni skup skupa A sljedeci skup:
P(A) = {(D’ {1}7 {2}7 {3}) {17 2}7 {17 3}a {27 3}) {17 2, 3}}

Podsjetimo se da je: () C .S za svaki skup S kaoi @) C ().

Uotimo: P(0) = {0}, P({0}) = {0, {0}}.

Definicija 3.26

Neka je S # () proizvoljan neprazan skup. Particija skupa S (oznaka: F(S)) je skup
medusobno disjunktnih nepraznih podskupova skupa S koji u uniji daju cijeli skup S.

Drugim rije¢ima, particija skupa S je skup: F(S) = {S; |i € I} sasvojstvima:
(@) (Viel) (S;CS A S;#0),
(b)) (Vijel) (i#j = SinS;=0),

© Usi=s

el
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Uocimo da za particiju F(S) skupa S uz gore navedena tri svojstva vrijedi:
F(S5) € P(S),

gdje je P(S) partitivni skup skupa S.

Primjer 3.27

Neka je zadan skup S = {1,2,3,4,5,6,7}. Tada skup
Fi={{1,3},{2,5,6},{4,7}} je particija skupa S;
Fo={{1,2,3},{2,4},{5,6,7}} nije particije skupa S.

3.3 Kartezijev (direktni) produkt skupova

Definicija 3.28

Kartezijev produkt dva (neprazna) skupa A i B (oznaka: A x B) je skup svih uredenih
parova (a, b) kojima je prva komponenta iz skupa A, a druga iz skupa B i piSemo:

Ax B={(a,b)Jac ANDbe B}
Pritom kazemo da je

A prvi faktor, odnosno prva projekcija kartezijevog produkta A x B,
B drugi faktor, odnosno druga projekcija kartezijevog produkta A x B,
a prva komponenta (koordinata) uredenog para (a, b),

b druga komponenta (koordinata) uredenog para (a, b).
Definicija 3.29
Za dva uredena para (a,b) i (c,d) kazemo da su jednaka i piSemo:
(a,b) = (¢,d) akoisamoakoje a=cib=d.
Napomena:

Podsjetimo se da poredak elemenata u skupu nije bitan, stoga je: {a,b} = {b,a}.
Medutim, to ne vrijedi i za uredene parove, gdje je poredak elemenata bitan. Dakle,

(a,b) # (b,a).
Timeje: AXx B # B x A.
Treba razlikovati zapis uredenih parova od zapisa skupova. Uo¢imo: (a,b) # {a,b}.
Primjer 3.30
Neka su zadani skupovi A = {2,3,4} i B = {5,6}. Tada je:
Ax B={2,3,4} x {5,6} = {(2,5),(2,6),(3,5),(3,6),(4,5), (4,6)},
Bx A=1{5,6} x{2,3,4} ={(5,2),(5,3),(5,4),(6,2),(6,3),(6,4)}.
Primjer 3.31

Neka su zadani skupovi A = (2,4) i B = [1, 2] (podskupovi skupa realnih brojeva). Prikazimo
graficki kartezijeve produkte A x B i B x A obzirom na zadane skupove A i B.
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Slika 13: Kartezijev produkt (2,4) x [1,2] i kartezijev produkt [1,2] x (2,4)
Uocimo da 2,4] x [1,2] # [1,2] x [2,4].
Analogno definiciji 3.28 definira se kartezijev produkt tri neprazna skupa.

Definicija 3.32

Kartezijev produkt tri (neprazna) skupa A, B i C' (oznaka: A x B x (') je skup svih
uredenih trojki (a, b, ¢) kojima je prva komponenta iz skupa A, druga iz skupa B, a treéa iz
skupa C'i piSemo:

Ax BxC={(a,bc)Jlac ANbe B A ceC}.

Primjer 3.33

Neka su zadani skupovi A = {2,3,4}, B={5,6} i C = {1,2}. Tada je:

Ax B x(C={2,3,4} x {5,6} x {1,2}

:{<27 57 1)7 (27 57 2)’ (27 67 1)7 (27 67 2)7 (37 57 1)7 (37 57 2)7 (37 67 1)7 (37 67 2)7
(4,5,1),(4,5,2),(4,6,1),(4,6,2)}.

Sada ¢emo definirati kartezijev produkt n nepraznih skupova, gdje je n bilo koji prirodan broj.

Definicija 3.34

Kartezijev produkt n (nepraznih) skupova A, A,, ..., A, (oznaka: A; x Ay x--- X A,
za n € N) je skup svih uredenih n-torki (aq,as,...,a,) takvih daje a; € A; za svaki
1=1,2,...,n 1piSemo:

Ay X Ag x -+ x Ay = {(ay,aq,...,a,) | a1 € Ay, a3 € Ay, ... a, € Ay}

Zasvaki i =1,2,...,n, a; je i-ta koordinata uredene n-torke (ai,as,...,ay,).
Definicija 3.35

Akoje A=A =Ay=---=A, (gdjeje A; # D zasvaki 1 =1,2,...,n),
onda produkt

AXAX-xA (=A x Ay x - xXAy)

oznacavamo s A" i zovemo n-tom potencijom skupa A.
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Dakle,
Al =A je prva potencija skupa A, tj. skup A,
A2 =Ax A je druga potencija skupa A ili kartezijev kvadrat,
A3=AxAx A je treca potencija skupa A ili kartezijev kub,
A" =Ax Ax---x A jen-tapotencija skupa A.
Primjer 3.36

Neka je zadan skup A = {0, 1}. Odredimo: A? i A3.
RjeSenje:
A? ={0,1} x {01} = {(0,0), (0,1),(1,0), (1, 1)},
A% ={0,1} x {0,1} x {0,1}
= {(07 07 0)7 (07 07 1)7 (07 ]" 0)7 (07 17 ]‘)’ (]‘7 07 0)7 (17 07 1)7 (17 17 O)’ (1) 17 1)}
Napomena:
Ako je barem jedan skup A; = (), ondajei A; x Ay x --- x A, = .

Ako pretpostavimo da je skup A; prazan skup, onda ne postoji i-ta koordinata uredene n-torke
(ay,as,...,a,), stoga ne postoji ni uredena n-torka (aq,as,...,a,) sa zadanim svojstvima.
Time je kartezijev produkt A; x Ay x --- x A,, jednak praznom skupu.
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4 Relacije

Relacijama prikazujemo odredene odnose izmedu matematickih objekata.

Definicija 4.1

Relacija je bilo koji podskup kartezijevog produkta n (nepraznih) skupova A, As, ..., A,
gdje je n € N proizvoljan prirodan broj.
Relaciju R C A; X Ay x --- x A, nazivamo n—arnom relacijomna A; x Ay x --- x A,,.
Specijalno, ako je

n =1, ondarelaciju R C A; nazivamo unarnom relacijom na A;

n = 2, ondarelaciju R C A; X Ay nazivamo binarnom relacijom na A; x A,;

n = 3, ondarelaciju R C A; x Ay X A3 nazivamo ternarnom relacijom na A; x A; x As
i analogno ako je n = k ondarelaciju R C A; X Ay X - - - X A;, nazivamo k—narnom relacijom
na A; x Ay x -+ X A

Napomena:
Primjenom definicije 3.34 proizlazi da su elementi relacije R C A; x Ay x --- X A,
zapravo one uredene n-torke (ap,as,...,a,) iz kartezijevog produkta A; X Ay x -+ X A,

koje zadovoljavaju "uvjet” relacije R.

Pritom se pod “uvjetom” relacije R misli na nacin kako je relacija R na kartezijevom produktu
Ay X Ay x -+ x A, n € N definirana.

U sljedec¢em primjeru definirat cemo jednu ternarnu relaciju na kartezijevom produktu Ax BxC'
i jednu binarnu relaciju na kartezijevom produktu A x B za neke konkretne skupove A, B i C.
Primjer 4.2

Neka su zadani skupovi A = {1,2,4}, B ={3,5,8} i C' = {a,b}.
1. Napisimo ternarnu relaciju R; na A x B x C definiranu s:

druga koordinata (komponenta) uredene trojke (a,b,c) € A x B x C jednaka je 8.

Rjesenje:

Primijetimo da je na kartezijevom produktu
Ax B xC={(1,3,a),(1,3,b),(1,5,a),(1,5,b),(1,8,a),(1,8,0),(2,3,a), (2,3,b), (2,5, a),

(2,5,0),(2,8,a),(2,8,b),(4,3,a),(4,3,b),(4,5,a),(4,5,b), (4,8,a), (4,8,b)}

definirana relacija R; C A x B x C koja se sastoji od svih onih uredenih trojki (elemenata)
kartezijevog produkta A x B x C za koje vrijedi da im je druga koordinata (komponenta) jed-

naka 8. Bududi da je 8 € B, zakljuCujemo da je relacija R; C A x B x C' dobro definirana,
stoga moZemo pisati:
Ry ={(a,b,c) e AxBxC|b=28}
1 dobivamo da je:
Rl = {(17 8’ a’)7 (17 87 b)’ (27 87 a’)7 (27 87 b)7 (47 87 a’)? (47 87 b)}'
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* Primijetimo da ternarna relacija Ry na A x B x C' zadana s:
druga koordinata (komponenta) uredene trojke (a,b,c) € A x B x C' jednaka je 2
nije dobro definirana, jer 2 ¢ B, stoga Ry ¢ A x B x C.

2. Neka je binarna relacija R na A x B definirana na sljedeci nacin:
zbroj koordinata uredenog para (a,b) € A X B jednak je 7,
gdieje A={1,2,4}, B ={3,5,8}.
Rjesenje:

U kartezijevom produktu:
Ax B=1{(1,3),(1,5),(1,8),(2,3),(2,5),(2,8), (4,3), (4,5), (4,8)}

trazimo one uredene parove (a,b) € A x B zakoje vrijedidaje a +b=17.
Pritom ¢e takvi parovi saCinjavati relaciju R C A x B koju mozemo pisati u obliku:

R={(a,b) e AxB|a+b="T}
i dobivamo da je: R = {(2,5),(4,3)}.
Drugim rijecima, relacija R se sastoji od svih onih uredenih parova iz kartezijevog produkta
A x B zakoje vrijedi da im je zbroj koordinata jednak 7, gdje je A ={1,2,4}, B = {3,5,8}.
Definicija 4.3
Neka je R C A x B (binarna) relacija na kartezijevom produktu
Ax B={(a,b)lac ANDbe B}
Kazemo daje = € A urelaciji R s y € B ipiSemo x Ry akoje (z,y) € R.

Napomena:
1z definicije podskupa proizlazi sljedece:
akoje R C A x B, ondazasvaki (z,y) € R vrijedidajei (z,y) € A x B.

Medutim, obrat ne vrijedi: za svaki (x,y) € A x B ne mora vrijediti da je (z,y) € R - vidi
definiciju 3.5.

S druge strane, ako je relacija R podskup kartezijevog produkta A x B, onda relacija R moze
biti ili pravi podskup kartezijevog produkta A x B ili moZe biti jednaka kartezijevom produktu
A x B, $to zapisujemo u obliku:

akoje RC Ax B, ondaje RCAx B ili R=AxB.
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Primjer 4.4

1. Neka su zadani skupovi A = {4,5,6,7,8} i B ={1,2,3}. Odredimo relaciju R na kar-
tezijevom produktu A x B definiranu s:

R ={(z,y) € A x B | xjedjeljivs y}.

RjesSenje:
R={(4,1),(4,2),(5,1),(6,1),(6,2),(6,3),(7,1),(8,1),(8,2) }.
Uocimo: R C A x B.
2. Neka su zadani skupovi A = {1,2,3} 1 B = {3,5}.

Odredimo relaciju R na A X B definiranu s:

x Ry akoje x manjiili jednak od y.
Rjesenje:

Relaciju R sacinjavat ¢e oni uredeni parovi (x,y) za koje vrijedi da je * € A manji
ili jednak od y € B, stoga je:

R={(1,3),(1,5),(2,3),(2,5),(3,3),(3,5)}.

Uoc¢imo da je u ovom slucaju R = A x B.

Opcenito je relacija pravi podskup (C”) kartezijevog produkta na kojem je ona definirana, ali
ju zapisujemo kao podskup ("C”) kartezijevog produkta, jer postoji ("barem jedna”) relacija
koja je jednaka kartezijevom produktu na kojem je ona definirana.

Definicija 4.5

Inverzna relacija relacije R C A x B (ili obrat relacije R) je relacijana B x A u oznaci
R™! takva da je:

R = {(52) | (r,9) € R} C Bx A
¢ Drugim rije¢ima: akoje xRy, ondaje yR ‘'z

Primjer 4.6

Odredimo inverzne relacije relacija definiranih u primjeru 4.4.
1. Za skupove A ={4,5,6,7,8} i B =1{1,2,3} irelaciju
R=1{(4,1),(4,2),(5,1),(6,1),(6,2),(6,3),(7,1),(8,1),(8,2)} CAx B
inverzna relacija relaciji R je:

Rt ={(1,4),(2,4),(1,5),(1,6),(2,6),(3,6),(1,7),(1,8),(2,8)} C B x A,
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2. Zaskupove A ={1,2,3} i B ={3,5} irelaciju
R={(1,3),(1,5),(2,3),(2,5),(3,3),(3,5)} = Ax B
inverzna relacija relaciji R je:

R =1{(3,1),(51),(3,2),(5,2),(3,3),(5,3)} = B x A.

Definicija 4.7
Kompozicija relacija 215 uoznaci S o R definira se na sljedeci nacin.
Neka su A, B, C proizvoljni (neprazni) skupovi i neka su R i S (binarne) relacije takve da je
RCAxB, SCBxC.
Tada je kompozicija relacija S o R C A x C' (binarna relacijana A x C') definirana s:

SoR={(a,c) | (Ibe B) takodaje a Rb N bSc}.

Primjer 4.8
Neka su zadani skupovi A = {1,2,3}, B={4,5,6} i C' = {7,8,9} irelacije:
R={(1,4),(1,5),(2,5),(3,6)} C A x B,
S ={(4,8),(5,8),(6,8),(6,9)} C B x C.
Tada je kompozicija relacija
SoR=1{(1,8),(2,8),(3,8),(3,9)}
binarna relacijana A x C, odnosno: So R C A x C.

Napomena:
Akoje RCAXB i SCBxC, ondaje (SoR)™'=R1'oS™L
Opcenito: RoS # SoR.

U nastavku ¢emo promatrati binarne relacije na nekom (nepraznom) skupu A.

Ponovimo, binarna relacija je bilo koji podskup kartezijevog produkta dva (neprazna) skupa,
koji mogu biti razli¢iti ili jednaki.
Neka su A i B neprazni (razli¢iti) skupovi i neka je R C A x B binarna relacija na A x B.

Tada za svaki element (x,y) € R kazemo da je element x € A urelaciji R s elementom y € B,
gdje je A # B.

Specijalno, ako je A = B, ondaje R C A% (gdjeje A2 = A x A) ikaZemo da je R binarna
relacija na skupu A.

Za svaki element (x,y) € R C A? kazemo da je element z € A u relaciji R s elementom
y € A.

Dakle, (z,y) € R podrazumijeva daje = Ry.
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4.1 Binarne relacije na skupu

U ovom odjeljku promatrati ¢emo binarne relacije na nekom (nepraznom) skupu A, odnosno
relacije R C A%

Navedimo najprije nekoliko primjera relacija R C A? definiranih na (nepraznom) skupu A.

Primjer 4.9
Neka je zadan skup A = {1,2,3}. Tada je:
A*={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2).(2,3),(3,1),(3,2), (3,3)},
gdjeje: A2 = A x A.

Promatrajmo u skupu A? sve (elemente) uredene parove za koje vrijedi da je prva koordinata
uredenog para strogo manja od njegove druge koordinate. Tada takvi elementi (uredeni parovi)
iz skupa A? sainjavaju sljedeci skup

Rl - {(172)7 (173)’ (273)}

koji je podskup skupa A%. Uoc¢imo da je skup R; C A? ujedno jedna relacija na skupu A koja
je zasvaki z,y € A zadana s:

’ley ako 1 samo ako je x<y.‘

Relaciju Ry nazivamo ”biti manji” u skupu A i piSemo R; = <.

Analogno, za svaki z,y € A relaciju

¢ Ry C A% zadanus: ’ngy ako1samo akoje 1z > y‘

nazivamo "biti ve¢i” u skupu A i piSemo Ry = >

¢ R3 C A? zadanus: ’ngy ako 1 samo ako je x:y‘

nazivamo "biti jednak” u skupu A i pisSemo R3 ==}

o R, C A? zadanus: ’xR4y ako 1 samo ako je x<y‘

nazivamo biti manyji ili jednak” u skupu A i pisSemo Ry =<

¢ Rs C A% zadanus: ’xR5y ako 1 samo ako je ny‘

nazivamo "biti veci ili jednak” u skupu A i piSemo R = > .
Pritom je:
Ry = {(27 1)7 (37 1)’ (3’ 2)}7 Ry = {(17 1)7 (17 2)’ (17 3)7 (27 2)) (2’ 3)7 (37 3)}7

Ry ={(1,1),(2,2),(3,3)},  Rs={(1,1),(2,1),(3,1),(2,2),(3,2),(3,3)}.
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Definicija 4.10

Za binarnu relaciju R C A? na skupu A kaZemo da je

e refleksivna ako i samo ako za svaki a € A vrijedi: a Ra

e simetri¢na ako i samo ako za svaki a,b € A vrijedi:
akoje a Rb, ondajei bRa

e antisimetri¢na ako i samo ako za svaki a,b € A vrijedi:
akoje (aRb N bRa), ondaje a =10

e tranzitivna ako i samo ako za svaki a,b,c € A vrijedi:
akoje (aRb N bRc), ondajei aRc

4.1.1 Relacije ekvivalencije

Definicija 4.11

Binarna relacija R C A? na skupu A koja je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna naziva se
relacija ekvivalencije na skupu A.
Primjer 4.12

Primjeri relacija ekvivalencije:

1. relacija ~ (”biti slican) na skupu trokuta ravnine;
2. relacija || ("biti paralelan”) na skupu pravaca ravnine;

3. relacija =,, ("biti kongruentan modulo n”’, n € N) na skupu Z.

KaZemo da je a kongruentan b modulo n i piSemo: a =b (modn) ili: a=,b

. . a
ako 1 samo ako je

cijeli broj.

. a
Navedimo da se

Cesto pise iuobliku n|(a—0) icita: ”n dijeli (a—b)”.

Konkretno, 11 je kongruentan 5 modulo 3 i piSemo 11 =3 5,
.. 11-5 6 9 cieli broi
er je = — = 2 cijeli broj.
Jer) 3 3 Y ]

Primjer 4.13
Neka je zadan skup A = {a,b,c} i R C A? binarna relacija na skupu A takva da je

R = {(CL, a)’ (b7 b)’ (C’ C)v <a7 b), <b7 a)}
Tada je R relacija ekvivalencije na skupu A, jer je ona refleksivna, simetri¢na i tranzitivna na
skupu A.
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Definicija 4.14
Ako je R C A? relacija ekvivalencije na skupu A i a € A, onda se skup
lalp={r € A|xRa}

naziva klasom ekvivalencije relacije R odredenom elementom a € A
(ili klasom elemenata ekvivalentnih s a € A obzirom na relaciju R).

Primjer 4.15

Napisimo sve klase ekvivalencija relacije R C A? iz primjera 4.13.
Primijetimo da je R C A? relacija ekvivalencije na skupu A koji se sastoji od tri elementa a, b
i c. Time razlikujemo tri klase ekvivalencija relacije R C A?

1. [a]g = {a,b} (klasa ekvivalencije relacije R odredena elementom a € A),

2. [blg ={a,b} (klasa ekvivalencije relacije R odredena elementom b € A),

3. [¢lr={c} (klasa ekvivalencije relacije R odredena elementom ¢ € A).
Pritom je: [a]gr = [b]g.

Definicija 4.16

Ako je R C A? relacija ekvivalencije na skupu A, onda se skup
Alr={lz]r |z € A}
naziva kvocijentnim skupom skupa A modulo R.

<> Drugim rijeCima, kvocijentni skup (faktor skup) skupa A modulo R je skup svih klasa
ekvivalencija relacije R odredenih elementima = € A.

Primjer 4.17

Skup A/r={{a, b}, {c}}

je kvocijentni skup skupa A = {a,b,c} modulo R, gdje je R C A? relacija ekvivalencije na
skupu A definirana u primjeru 4.13.

Usporedite elemente skupa A/r s klasama ekvivalencije relacije R odredenih pojedinim ele-
mentima skupa A (vidi primjer 4.15).
Primjer 4.18
Nekaje A = {a,b,c,d} inekasu R; C A? i =1,2,3 relacije ekvivalencija na skupu A
Ry = {(a,a), (b,b),(c,c), (d, d)};
Ry = {(a,a), (b,b),(c,c),(d,d), (c,d), (d, c)};
Ry = {(a,a), (b,b),(c,c), (d,d), (b, c), (¢,0), (b,d), (d,b), (¢, d), (d, c)}.

Odredimo kvocijentni skup skupa A modulo R; za svaki i = 1,2, 3.
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Rjesenje:
Primjenom definicije 4.14 dobivamo sljedece klase ekvivalencija relacija R; C A? odredenih
elementima skupa A za svaki i = 1,2,3

[alr, = {a},  [br, = {b}, [, = {c}, [dlr, = {d};
[alr, = {a}, [, = {b}, (g, ={e.d}, ldlr, = {e,d};
alrs = {a},  [lr, = {b,c,d}, [dry = {bc,d}, [d]r, = {b,c,d}.

Pritom je:
[c]r, = [d]r, = {c,d}, b, = [c]r;s = [d]r, = {b, ¢, d},

stoga primjenom definicije 4.16 proizlaze slijedeci kvocijentni skupovi skupa A modulo R; za

svaki 1 =1,2,3

A/r, = {{a}, {0}, {c} {d}};

A/r, = {{a}, {0}, {c.d}};

A/r, = {{a},{b,c,d}}.
Skupovi A/g,, A/g, i A/R, suujedno particije skupa A = {a, b, c,d}.
Uocite da vrijedi:

svaki kvocijentni skup skupa A modulo R jednak je odgovarajucoj particiji skupa A i
obratno, svaka particija skupa A jednaka je odgovaraju¢em kvocijentnom skupu skupa A
modulo R. Pritom je R C A? relacija ekvivalencije na skupu A.

Teorem 4.19

Svaka relacija ekvivalencije na skupu A odreduje particiju skupa A i obratno, svaka parti-
cija skupa A odreduje relaciju ekvivalencije na skupu A.

Primjer 4.20

Neka je zadan skup A = {a, b, c¢}. Tada u suglasnosti s definicijom 3.26 imamo ukupno pet
particija skupa A:

Fi(A) = {{a}, {b}, {c}},
Fa(A) = {{a}, {b,¢1},
F3(A) = {{b}, {a, 1},
Fi(A) = {{c},{a, 0}},
Fs(A) = {{a,b,c}}.

Primjenom teorema 4.19 proizlazi da svaka particija skupa A odreduje odgovarajucu relaciju
ekvivalencije R; C A%, i = 1,2,3,4,5 na skupu 4, stoga navedenim particijama skupa A,
Fi(A),i=1,2,3,4,5, redom su odredene sljedece relacije ekvivalencija na skupu A:
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Ry = {(a,a), (b,b), (¢ c)},

Ry = {(a,a), (b,0), (¢, ¢), (b, ¢), (¢, )},

Ry = {(a,a), (b,b), (¢, ), (a,¢), (¢,a)},

Ry = {(a,a), (b,0), (¢, ¢), (a,b), (b a)},

Rs = {(a,a), (b,b),(c,c), (a,b), (b,a), (a,c), (c,a), (b,c), (c,b)}.

S druge strane svaka particija skupa A jednaka je odgovaraju¢em kvocijentnom skupu skupa A
modulo R. Pritom je: F;(a) = A/g, zasvaki i = 1,2,3,4,5.

4.1.2 Uredajne relacije

Definicija 4.21

Binarna relacija R C A? na skupu A koja je refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna naziva
se relacija parcijalnog uredaja na skupu A.

Pritom se kaZe da je (A, R) parcijalno uredeni skup obzirom na relaciju R.
Zadatak 4.22
Dokazite da je:
1. (P(A),C) parcijalno uredeni skup obzirom na relaciju C ("biti podskup’)
Uputa: treba dokazati da je relacija C na partitivnom skupu P(A) skupa A, relacija
parcijalnog uredaja na P(A);
2. (N, <) parcijalno uredeni skup obzirom na relaciju < ("biti manji ili jednak™)
Uputa: treba dokazati da je relacija < na skupu N (prirodnih brojeva), relacija par-
cijalnog uredaja na N, vidi primjer 4.25.
Primjer 4.23

Primijetimo da (N, <) nije parcijalno uredeni skup obzirom na relaciju < ("biti manji”), jer
relacija < na skupu N nije relacija parcijalnog uredaja na N.
Konkretno, (binarna) relacija < na skupu N nije refleksivna, jer ne postoji prirodan broj x € N
takav daje =z < x.

Analogno, (N, >) nije parcijalno uredeni skup obzirom na relaciju > ("biti veéi”), jer rela-
cija > na skupu N nije refleksivna, a time niti relacija parcijalnog uredaja.

Definicija 4.24
Elementi ¢ i b iz skupa A su usporedivi obzirom na relaciju R C A? ako i samo ako je

aRb V bRa.

Parcijalno uredeni skup (A, R) obzirom na relaciju R C A? u kojem su svaka dva elementa
usporediva obzirom na relaciju R naziva se potpuno (totalno ili linearno) uredeni skup.
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Primjer 4.25
Dokazimo da je (N, <) potpuno uredeni skup.
Rjesenje:
Da bismo dokazali da je (N, <) potpuno uredeni skup, najprije treba dokazati da je (N, <)

parcijalno uredeni skup obzirom na relaciju "biti manji ili jednak™.

U suglasnosti s definicijom 4.21 proizlazi da ée (N, <) biti parcijalno uredeni skup, ako dokazemo
da je relacija ’biti manji ili jednak” refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna (odnosno relacija
parcijalnog uredaja) na skupu N. Lako se vidi da vrijedi:

© refleksivnost: (Vz € N) r<uz,
© antisimetri¢nost:  (Vz,y € N) (x<yANy<z) = zx=Y,
© tranzitivnost: Vz,y,2€eN) <y ANy<z) = zx<z,

stoga zaklju¢ujemo da je (N, <) parcijalno uredeni skup.
Nadalje, primijetimo da za bilo koja dva prirodna broja z,y € N vrijedidajez < yiliy < z,
stoga primjenom definicije 4.24 zakljuCujemo da su svi elementi skupa N usporedivi obzirom
na relaciju ”biti manji ili jednak™.
Time je (N, <) potpuno uredeni skup.
Primjer 4.26

(N, <) i (N, >) nisu potpuno uredeni skupovi, jer oni nisu parcijalno uredeni skupovi, vidi
primjer 4.23.
Zadatak 4.27

Dokazite:

* ako je A neprazan skup koji sadrZi barem dva razli¢ita elementa, onda (P(A), C) nije
potpuno uredeni skup;

* ako je A = () ili ako je A jednoclani skup, onda je (P(A), C) potpuno uredeni skup,
gdje je P(A) partitivni skup skupa A.
Definicija 4.28

Neka je (S, <) parcijalno uredeni skup obzirom na relaciju <.

Akosu a,b,c € S takvidaje a < b i b < ¢, onda kaZzemo da je element b izmedu
elemenata aic ipiSemo: a < b < c.

Ako su a,b € S takvi da je a < b, onda kazemo da je a prethodnik od b i da je b
sljedbenik od a, obzirom na relaciju <.

Ako su a,b € S takvi da je a < b i da nema nijednog elementa iz S koji je izmedu a
i b, onda kaZemo da je a direktni prethodnik od b i da je b direktni sljedbenik od «,
obzirom na relaciju <.

41



4 RELACIJE

Primjer 4.29

Konkretno, u parcijalno uredenom skupu (N, <):

prirodan broj 2 je izmedu prirodnih brojeva 119, jerje 1 < 2 < 5;

prirodan broj 2 je prethodnik prirodnog broja 5 1 prirodan broj 5 je sljedbenik prirodnog
broja 2;

prirodan broj 1 je direktni prethodnik prirodnog broja 2 i prirodan broj 2 je direktni sljed-
benik prirodnog broja 1;

prirodan broj 2 nije direktni prethodnik prirodnog broja 5 i prirodan broj 5 nije direktni
sljedbenik prirodnog broja 2.

direktni prethodnik prirodnog broja 5 je prirodan broj 4 i direktni sljedbenik prirodnog
broja 5 je prirodan broj 6.

U parcijalno uredenom skupu (N, <) vrijedi:

O

o

o

prirodan broj 1 nema direktnog prethodnika,
svaki prirodan broj osim broja 1 ima direktnog prethodnika,

svaki prirodan broj ima direktnog sljedbenika.
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5 Funkcije

Pod pojmom funkcije podrazumijeva se postupak kojim se svakom elementu jednog skupa
(domene) pridruzuje to¢no jedan element drugog skupa (kodomene), te kaZzemo da se svaki
element domene preslikava na tocno jedan element kodomene.

Navedimo da su pojmovi preslikavanje i1 pridruZivanje zapravo osnovni pojmovi koji se mate-
maticki ne definiraju, jer se podrazumijeva da oni imaju jasno znacenje.

U nastavku ¢emo funkciju najprije definirati kao jedan specijalan slucaj binarne relacije
na A x B koja je totalna i funkcijska. Pritom A i B mogu biti razliciti ili jednaki skupovi.

Dakle, svaka funkcija je ujedno i relacija, ali obrat ne vrijedi: svaka relacija ne mora biti
funkcija.

Opcenito, funkcija je bilo koja relacija na kartezijevom produktu od n + 1 nepraznih
skupova koja je totalna i funkcijska relacija, gdje je n € N proizvoljan prirodan broj. U
ovom kolegiju neée se promatrati relacije zan > 1, ve¢ samo one binarne relacije (n = 1)
koje su ujedno i funkcije.

Definicija 5.1
Za binarnu relaciju R € A x B na A x B kazemo da je

* totalna relacija ako vrijedi da

zasvaki a € A postoji b€ B takavdaje aRD

* funkcijska relacija ako vrijedi

zasvaki a € A akoje (aRb;y A aRby), ondaje by = bs.

Napomena:

> Zabinarnu relaciju R C A x B na A x B kazemo da je totalna i funkcijska ako:

zasvaki a € A postoji tocno jedan b € B takavdaje aRb.

Definicija 5.2

Binarna relacija R C A x B koja je totalna i funkcijska naziva se funkcija (preslikavanje)
saskupa A uskup B i oznatava R: A — B, priemu se skup A naziva domena (ili podrucje
definicije) funkcije R, a skup B kodomena funkcije R.

Napomena:

Funkcije obi¢no oznatavamo malim slovima f, g, h, ..., stoga ¢emo u nastavku umjesto
R: A— B pisati f: A — B.
Pritom kazemo da je f: A — B funkcija (ili preslikavanje) f sa skupa A u skup B, gdje skup
A nazivamo domenom (ili podru¢jem definicije) funkcije f, a skup B kodomenom funkcije f.
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* U suglasnosti s definicijama 5.1 i 5.2 proizlazi da je funkcija f: A — B svaki podskup
skupa A X B (fj. f € A x B) zakoji vrijedi da:

(Vae A) (3'be B) takavdaje afb

ili ekvivalentno: (a,b) € f te kazemo da je b slika elementa a u odnosu na funkciju f i
piSemo: f(a) =b.

Primijetimo da je zapis f(a) = b ekvivalentan zapisu (a,b) € f, odnosno a f b.
Dakle, funkcija f: A — B je dobro definirana ako vrijedi da
(Ve e A) (Aly € B) takavdaje f(z)=1y.
Funkcije se mogu zadati tablicom, analiti¢ki, graficki, rekurzivno, . ..
Najcesce se koristi analiticki nacin zadavanja funkcije.
* Primjer tabli¢nog zadavanja funkcije f:
neka su zadani skupovi A = {a,b,c,d} i B ={1,2,3,4}
i neka je funkcija f: A — B zadana slijedeCom tablicom:
z Jla|blc|d]
flo) [L3]2]4]
Primijetimo da iz zadane tablice proizlazi:

fla) =1, f(b) =3, f(c) =2, f(d) =4

» Primjer analitickog zadavanja funkcije f:

neka je zadana funkcija f: R — R takvadaje f(z)=xz+ 1.

Primjer 5.3

Neka su zadani skupovi A = {a,b,c,d} i B=1{1,2,3,4,5}.
Je 1i dobro definirana funkcija f: A — B zadana slijedeCom tablicom ako je

v _|a|blcld] z _Jalblclald] v _|alcl|d]
fl) [1]3]2]4] fl) [1f3]2]4]5] flo) [1]3]2]
Rjesenje:

Ponovimo, u suglasnosti s definicijom 5.2 proizlazi da je funkcija zapravo relacija koja je
totalna i funkcijska. Time preslikavanje f promatramo kao relaciju f C A x B za koju vrijedi:
(Vx € A) (3'y € B) takavdaje x fy, odnosno f(x) = y. Time zakljucujemo:

(a) funkcija f je dobro definirana, jer se svaki element skupa A preslikava na to¢no jedan
element skupa B;

(b) funkcija f nije dobro definirana, jer f nije funkcijska relacija;
konkretno, f(a) =1 A f(a) =4, ali 1 # 4;

(¢) funkcija f nije dobro definirana, jer f nije totalna relacija; konkretno, b € A ne presli-

kava se u nijedan element skupa B, tj. u skupu B ne postoji element takav da je slika elementa
be A
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5.1 Domena, kodomena i podrucje vrijednosti funkcije

Neka je zadana funkcija f: A — B. Podrucje definicije funkcije f, odnosno domena funk-
cije f je skup na kojemu je funkcija f dobro definirana.

Ponovimo, funkcija f: A — B je dobro definirana na skupu A ako se svaki element iz skupa A
preslikava u to¢no jedan element skupa B i kazemo da je skup A podrucje definicije (domena)
funkcije f, a skup B kodomena funkcije f.

* Akoje B C R, ondakazemodaje f: A — B realna funkcija.

Dakle, svaka funkcija kojoj je kodomena podskup skupa R (realnih brojeva) naziva se realnom
funkcijom.

* Akoje A C R i B C R, onda funkciju f: A — B nazivamo realnom funkcijom
realne varijable.

Dakle, svaka funkcija kojoj su domena i kodomena podskupovi skupa R naziva se realnom
funkcijom realne varijable.

Skup A (podrucje definicije, tj. domenu funkcije f) nazivamo prirodnim podrudjem
definicije, tj. prirodnom domenom funkcije f ako je skup A najveci podskup skupa R
za koji je funkcija f dobro definirana.

Standardna oznaka za domenu (podrudje definicije) funkcije f je D(f), a za kodomenu funkcije
fie K(f).

No, treba napomenuti da se u slucaju realne funkcije realne varijable uobicajeno koristi oznaka
D(f) za njezino prirodno podruéje definicije, tj. njezinu prirodnu domenu. Pritom treba uociti
da je podrucje definicije realne funkcije realne varijable, zapravo, podskup njezinog prirodnog
podrucja definicije.

Konkretno, za realnu funkciju realne varijable f: R — R, f(z) = = + 1 skup R je njezino pri-
rodno podrucje definicije, jer je ta funkcija (dobro) definirana za sve realne brojeve. Specijalno,
svaki pravi podskup skupa R moze biti njezino podrucje definicije.

Kodomena realne funkcije realne varijable standardno se oznaCava s KC( f).
Primjer 5.4

U nastavku ¢emo navesti neke elementarne realne funkcije realne varijable i1 njihova pri-
rodna podrucja definicije D(f).

Dakle, za realne funkcije realne varijable, f: D(f) — K(f), gdjeje D(f),K(f) C R, vrijedi:
. f(2) = apz™ + ap_ 12"+ ap 02" 2+ - + a2 + a1 + ay, D(f) =R,

pri ¢emu se funkcija f naziva polinomom n-tog stupnja realne varijable z, a pro-
izvoljni realni brojevi ag, ay, ..., a,_1, a, nazivaju se koeficijentima tog polinoma;

2 f@)=5.  DU)=R\{0k
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3. flx) =V, D(f) = [0, +00);
4.  f(x)=log,x ili f(x)=Inz,  D(f)=(0,+00);
5. flx)=a" ili f(z) =e", D(f) =R;
6. f(x)=sinzx ili f(z) =cosz, D(f)=R;
7. f(x) =arcsinz ili f(z) = arccosz, D(f)=[-1,1];
8. f(zx)=tgux, D(f) = U<—g+k7r,g+lm>;
keZ
9. f(x)=ctgz, D(f)= U(lm,ﬁ—i—lm);
keZ

10.  f(x) = arctga ili f(z) = arcctgz, D(f)=R.

Primijetimo da u kodomeni funkcije f moze postojati barem jedan element koji nije slika ni-
jednog elementa iz skupa A u odnosu na funkciju f. Iz tog se razloga u kodomeni funkcije f
definira podruéje vrijednosti funkcije f koji je zapravo skup svih slika elemenata iz skupa A u
odnosu na funkciju f.

Konkretno, pod slikom elementa x iz skupa A u odnosu na funkciju f podrazumijeva se vrijed-
nost f(z) funkcije f za element x iz skupa A.

Podrucje vrijednosti funkcije (preslikavanja) f: A — B je skup, u oznaci Im f, koji se
definira na sljedeci nacin:
Imf={f(x) e B|xze A}
Time je: Im f C K(f), gdjeje K(f) = B (kodomena funkcije f).
Oznaka Im [ preuzeta od skracenice engleskih rijeci “image of function” f.
Uz oznaku Im f za podrudje vrijednosti funkcije f koristi se esto i oznaka f(A).

Primjer 5.5
Za funkciju f: A — B zadanu tablicom oznakom (a) u primjeru 5.3, skup:
D(f) = A={a,b,c,d} je podrudje definicije (domena) funkcije f,
K(f)=B=1{1,2,3,4,5} je kodomena funkcije f,
Im f={1,2,3,4} je podruéje vrijednosti funkcije f.

Primjer 5.6
Neka je zadana realna funkcija realne varijable f: R — R, f(z) = 3z — 2. Tada:
prirodno podrudje definicije (prirodna domena) funkcije f je skup D(f) = R,
kodomena funkcije f je skup K(f) =R,
podrucje vrijednosti funkcije f je skup Im f = R.

46



5 FUNKCIJE

Primjer 5.7

Neka je zadana realna funkcija realne varijable f: R~ — R;, f(z) = 2% + 4. Tada:
prirodno podru¢je definicije (prirodna domena) funkcije f je skup D(f) = R,
podrugje definicije (domena) funkcije f je skup R™, gdjeje R~ ={z € R |z < 0},
kodomena funkcije f je skup K(f) =Ry, gdjeje Ry = {z € R |z > 0},
podrudje vrijednosti funkcije f je skup Im f = [4,+o00) C K(f) C R.

Definicija 5.8

Za funkciju f: A — B kazemo da je konstantna ako i samo ako je Im f jednoclani skup.

¢ Drugim rijeima, funkcija f: A — B je konstantna ako i samo ako je f(z) = ¢ za svaki
x € A, gdieje Im f={c}.

Specijalno, ako je A = B = Riako je f(x) = czasvaki z € R (tj. Im f = {c}), onda je graf
konstantne funkcije f: R — R pravac y = ¢ koji je paralelan s z-osi i prolazi tockom (0, ¢),
gdje je ¢ € R proizvoljan realan broj.

Definicija 5.9

Za funkciju f: A — A kazemo da je identiteta ili identi¢no preslikavanje na skupu A
ako i samo ako je f(x) =x zasvaki z € A.

Specijalno, ako je A = R i ako je f(x) = z za svaki « € R, onda je graf identitete f: R — R
pravac y = x (simetrala I. i III. kvadranta pravokutnog koordinatnog sustava ravnine).

Definicija 5.10

Za funkcije f: A— B i ¢g: C — D kazemo da su jednake i piSemo f = g ako i samo
ako vrijedi:

1. D(f)=D(g) (funkcije fig¢g imaju jednake domene),
2. K(f)=K(g) (funkcije fi g imaju jednake kodomene),
3. f(z) =g(z) zasvaki = € D(f)(=D(g))

funkcije f i g poprimaju jednake vrijednosti za sve elemente iz domene funkcije f
(tj. funkcije g).

Primjer 5.11
Ispitajmo jesu li jednake sljedece realne funkcije realne varijable ako je

(a) [R=R, f(z)=2% 1 g: R—[0,+00), g(x) = 2?

Rjesenje: [ # g. jetje K(f) # K(g).
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b)) fRoR, f(x)=22 1 ¢:R>R, glz)=2>+1
Rjesenje: f # g, jerje f(x)# g(x) zasvaki z € R, gdjeje D(f) = D(g) = R.
(¢) flz)==z+1, g(x)=10"8FD
Rjesenje:
Bududi da za zadane realne funkcije f i g nisu eksplicitno navedene njihove ko-
domene, moZemo pretpostaviti da vrijedi: K(f) = K(g) = R, (tj. da su im kodomene

jednake skupu realnih brojeva). No, treba napomenuti da im opcenito kodomene (pod-
skupovi skupa R) ne moraju biti jednake.

Nadalje, primjenom svojstva a!°%® = x direktno proizlazi 10'°8(**1) = 2 + 1, stoga
dobivamo: f(z) = g(z) za svaki x.

Odredimo sada (prirodne) domene, tj. prirodna podrucja definicije realnih funkcija f i g.

Primijetimo da je funkcija f(z) = x + 1 definirana za sve realne brojeve, stoga je
D(f) =R

S druge strane, za zadanu funkciju g(z) = 1081 treba postaviti uvjet:
r+1>0,

jer je logaritamska funkcija definirana za strogo pozitivne realne brojeve (usporedite
s oznakom 4 u primjeru 5.4).

Nadalje, iz « + 1 > 0 proizlazi: x > —1, stoga je:
D(g) = (=1, +00).
Time smo dobili da je D(f) # D(g), odakle slijedi f # g.
Dakle, zadane realne funkcije nisu jednake, jer nemaju jednake (prirodne) domene.

_ x(z+1)

(d) f,9:4{1,2,3,4,5} —{1,3,6,10,15}, f(x) 5

glr)=1+2+ -+

Rjesenje: [ =g, jerje: D

x) zasvaki x € {1,2,3,4,5}.
) zasvaki x € {1,2,3,4,5}.
Definicija 5.12
Neka je zadana funkcija f : A — B inekaje A; C A, gdje je Ay # 0.

Funkcija f; : Ay — B takvadaje fi(x) = f(z) zasvaki z € A; naziva se restrikcija funk-
cije f ioznaCavas f; = f/A;.

Pritom se funkcija f naziva proSirenje funkcije f.
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5.2 Surjekcija, injekcija, bijekcija
Definicija 5.13
Za funkciju f: A — B kazemo da je surjekcija (ili surjektivno preslikavanje) ako je
Imf=0B.
¢ Drugim rijeCima, funkcija f: A — B je surjekcija ako
zasvaki y € B postoji v € A takavdaje y= f(z),

Sto se interpretira da je svaki element iz skupa B (kodomene funkcije f) slika barem
jednog elementa iz skupa A (domene funkcije f).

Definicija 5.14

Za funkciju f: A — B kaZemo da je injekcija (ili injektivno preslikavanje) ako
zasvaki x1, 10 € A akoje 7 # x9, ondaje f(x1) # f(z2).
¢ Navedeno svojstvo Cesto zapisujemo u obliku:

(Vxl,xg c A) f(l’l) = f(CL’Q) = I1 = To.

Definicija 5.15

Za funkciju f: A — B kaZemo da je bijekcija (bijektivno preslikavanje ili obostrano
jednoznacno preslikavanje) ako je funkcija f surjekcija i injekcija.

¢ Drugim rije¢ima, funkcija f: A — B je bijekcija ako
zasvaki y € B postoji to¢no jedan z € A takavdaje y = f(z),

Sto se interpretira da je svaki element iz skupa B (kodomene funkcije f) slika to¢no
jednog elementa iz skupa A (domene funkcije f).

Primjenom definicije 5.13 proizlazi da se definicija 5.15 moZe iskazati 1 na sljedeci nacin.

Definicija 5.16
Za funkciju f: A — B kaZemo da je bijekcija ako je Im f = B iako je f injekcija.
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5.3 Kompozicija funkcija

Definicija 5.17
Neka su zadane funkcije f: A — B i g: C — D, gdjeje A=D(f) i C =D(g).
Ako je Im f C C, onda se funkcija h: A — D, uoznaci h = go f, definirana s
h(z) = g(f(z)) zasvaki x € A

naziva kompozicija funkcija fig.

Napomena:

Podsjetimo se, po definiciji funkcije ako je zadana funkcija

f: A— B, onda zasvaki z € A postoji jedinstven y € B takavdaje f(z) =1y
1 ako je zadana funkcija

g: C'— D, onda za svaki y € C' postoji jedinstven z € D takav daje g(y) = z.

Primijetimo sljedece:

1. opéenito su B i C razliciti skupovi, stoga kompozicija g o f funkcija f i ¢ ima smisla
samo za one elemente x iz skupa A za koje se f(x) nalazi u presjeku skupova B i C

2. svaki element iz skupa B N C' ne mora biti ujedno i slika nekog elementa iz skupa A
(domene funkcije f), stogaje Im f C BNC.

g(f(x)) |

w
A ‘5

—— e

g(f(x))

Slika 14: Kompozicija g o f funkcija fig

Podsjetimo se da za svaku funkciju f: A — B vrijedidaje Im f C B, gdje je B kodomena
funkcije f, stoga ¢e kompozicija g o f funkcija f i g biti (dobro) definirana ako je Im f C C.
Primijetimo da se uvjetom Im f C C podrazumijevadaje Im f C BNC.

S druge strane, ako je zadana funkcija h: A — D, onda za svaki x € A postoji jedinstven z € D
takav da je h(z) = 2.

Medutim, proizvoljna funkcija sa skupa A u skup D opcenito nije kompozicija g o f funkcija
f 1g, stoga se ona treba definirati.
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Dakle, ako su zadane funkcije f: A — B i g: C — D iako vrijedidaje Im f C C, onda
definiramo da je kompozicija g o f funkcija f i g takva funkcija h: A — D za koju vrijedi:

h(z) = g(f(z)) zasvaki x € A
ipiSemo: h=go f.
Pritom je: h(z) = (go f)(z) =g(f(z)) = g(y) = 2,
gdieje xe A, yeImfCC, z€ D.
Napomena:

Analogno, ako za zadane funkcije f: A — B i g: C'— D vrijedidaje Img C A, onda
kompozicija f o g funkcijagi f je takva funkcija [: C' — B za koju vrijedi:

[(z) = f(g(x)) zasvaki z € C
ipiSemo: [ = fog.
Pritom je: l(z) = (fog)(x) = flg9(x) = f(y) = z,
gdijeje zeC,yeImgC A, z€ B.

* AKo postoji jedna od kompozicija g o f ili f o g, onda ne mora postojati ona druga.

» Za kompoziciju funkcija opéenito ne vrijedi svojstvo komutativnosti.

Drugim rije¢ima opéenito je gof # fog, ali postoje funkcije za koje vrijedi gof = fog.

Primjer 5.18
Neka su zadane funkcije
f:(=22] 5 R, f(z)=2x+1
g: [-4,6] = R, g(x)=3x—4
Tadaje Im f=(-3,5] C[—4,6], stoga je kompozicija g o f definirana, ali
Img=1[-16,14] € (—2,2], stoga kompozicija f o ¢ nije definirana.

Primjer 5.19
Neka su zadane funkcije
[TR—=R, f(z)=2x+1
g:R—=>R, g(x)=3x—-14

Tadaje Imf =R CR i Img=R CR, stoga su definirane kompozicije go f i fog.
Pritom je

(gof)x)=9g(f(x)=gRz+1)=32x+1)—4=6x+3—-4=6x—1
(fog)z)=flg(z) =fBx —4)=2Br—4)+1=6x—-8+1=62—7
odakle proizlazi go f # fog.
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Primjer 5.20
Neka su zadane funkcije f,g: R — R takvedaje f(z) =2+ 11 g(z) =sinx.

Tada su kompozicije funkcija g o f i f o g dobro definirane, jerje Im f =R CR i
Img = [—1,1] C R. Pritom je

(g0 f)(z) = g(z +1) =sin(z + 1),
(fog)(z) = f(sinx) =sinz + 1,
odakle slijedi go f # fog.

Primjer 5.21

Neka su zadane funkcije f: R = R, f(z)=2>—-41i g: R" - R, g(x) =Inuz,
gdjeje Rt ={y e R |y > 0}.

Tadaje Im f =[—4,400) € RT i Img=RCR,

stoga kompozicija g o f nije definirana, a kompozicija f o g je definirana. Pritom je
(fog)(z) = f(lnz) = (Inz)? —4 =In*r —4

gdjeje r € RT.

U nastavku ¢emo bez dokaza navesti neka svojstva kompozicija funkcija.

Propozicija 5.22

Neka je e: A — A, e(x) = x za svaki v € A identiteta (identicno preslikavanje) na
skupu A. Tada za svako preslikavanje f: A — A vrijedidaje foe=-eo f=f.
Propozicija 5.23

Neka su zadane funkcije f: A — B, g: C — D i h: E — F takvedaje Imf C C i
Im g C E. Tada vrijedi svojstvo asocijativnosti za kompoziciju funkcija:

((hog)o f)(z) = (ho(gof))(x)

za svaki x € A.
Propozicija 5.24

Neka su zadane funkcije f: A — B i g: B — C takve da su f i g bijekcije. Tada je i
kompozicija funkcija go f: A — C (funkcija f i g) takoder bijekcija.
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5.4 Inverzna funkcija

Ako je funkcija f: A — B injekcija, onda svakoj slici (vrijednosti) y € I'm f funkcije f
odgovara jedinstveni original x € A te slike, takav da je f(x) = y.
Drugim rije¢ima, primijetimo da zadana funkcija po pretpostavci nije surjekcija, stoga u skupu
B mogu postojati neki elementi koji nisu slike nijednog elementa iz skupa A u odnosu na funk-
ciju f, stoga se u skupu B promatra skup I'm f (podrudje vrijednosti funkcije f) za koji vrijedi
da je svaki element f(x) € I'm f slika to¢no jednog elementa iz skupa A, jer je f injekcija.

Time moZemo definirati funkciju
floimf— A, 7N (y) ==,

gdje je x onaj (jedinstveni) element iz skupa A = D(f) za kojeg vrijedi f(z) = v.

Funkciju f~! nazivamo inverznom funkcijom (inverzom) funkcije f. Pritom vrijedi:
D(fY)y=Imf i Imf'=D(f),
(flof)(x)=x =zasvaki x € D(f), (fof™H(y)=vy =zasvaki ye D(f™),

odnosno f~lof =iy, fof =iy,

gdje i4 oznacava identitetu na skupu A, a iy, ; identitetu na skupu Im f C B.

Propozicija 5.25

Za funkciju f: A — B postoji inverzna funkcija f~: B — A ako i samo ako je
f bijekcija.

Dakle, ako je f: A — B bijekcija takva da je
f(r)=y =zasvaki € A, ondaje f '(y)=2 zasvaki y <€ B. (1)

Primijetimo da propozicija 5.25 direktno proizlazi iz gore navedenih razmatranja, gdje se pret-
postavljalo da je funkcija f injekcija i Cinjenice da je surjektivnost funkcije f ekvivalentna s
Im f = B, vidi definiciju 5.16.

Time vrijedi:  ako je funkcije f bijekcija, ondajei f~! bijekcija.

Primjenom definicije 5.16 proizlazi da se propozicija 5.25 moZe iskazati i na sljedeci nacin.
Za funkciju f: A — B postoji inverzna funkcija f~': B — A ako i samo ako je

f injekcija i ako je Im f = B.

Propozicija 5.26
Ako je funkcija [~ bijekcija, onda je (f~1)~1 = f.
Ako su funkcije f,g: A — A bijekcije (na A), ondaje (fog)™ =g to fL
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U nastavku ¢emo rijesiti nekoliko tipova zadataka zadanih u zadacima za samostalni rad.

Primjer 5.27
Odredimo inverznu funkciju funkcije f: R — R, f(x) = (4 —9)% + 5.
Rjesenje:
Uotimodaje D(f) =R, K(f) =R i Imf =R tedaiz Im f = K(f) proizlazi da je

zadana funkcija surjekcija. Treba provjeriti je li funkcija f injekcija.
Primjenom definicije 5.14 treba pokazati da vrijedi:

Vi, xe €R flz1) = f(xe) = x1 = 9.
Uotimodaiz f(x1) = f(x2) proizlazi:

(41 — 9)3 + 5 = (day — 9)® +5
(42, — 9) = (42 — 9)* /¥

odakle primjenom svojstva:> za svaki z,y € R, akoje /z = ¥y, ondaje x =y, slijedi

dry — 9 =4z — 9
4$1:4LE2

€Ty = Ta,

stoga je funkcija f injekcija, odnosno bijekcija (jer smo prethodno pokazali da je ona i surjek-
cija). Nadalje, primjenom propozicije 5.25 proizlazi da postoji inverzna funkcija f~! funkcije
f pa se u izraunavanju funkcije f~! mogu koristiti sljedeéi identiteti f(z) =y, f~'(y) = z,
vidi (1). Time iz:
f(z)= (4 —9)°+5
dobivamo:
y=(f"(y) -9’ +5

odakle proizlazi:

4f ') -9°=y-5
4f 7 ) - 9=Vy -5
Af N y) =Yy—5+9
/Yy —5+9
=

Iz dobivene funkcije f~! direktno proizlazi da je njezino prirodno podrucje definicije jednako
skupu realnih brojeva i piSemo: D(f~!) = R.

odnosno:  f~l(y) =

2tre¢i korijen (kao i svaki neparni korijen) je bijekcija; s druge strane treba primijetiti da drugi korijen (kao i
svaki parni korijen) nije bijekcija, jer za svaki x > 0 je /= = +y, gdjeje y € R takav da je (£y)? = =, vidi
primjer 5.29
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5 FUNKCIJE

Primjer 5.28

Odredimo prirodno podruéje definicije D(f) i podrucje vrijednosti I/m f realne funkcije
realne varijable tako da ona bude bijekcija ako je

2x — 5
Rjesenje:
Zadana funkcija je racionalna funkcija za koju treba postaviti uvjet da je njezin nazivnik
razli¢it od nule. Dakle, iz: —4x + 7 # 0, proizlazi: x # 7, stoga je:

p(f)-m {7},

Provjerimo sada je 1i zadana funkcija injekcija, odnosno vrijedi li za svaki x, 25 € R\ {;Z} da
iz identiteta f(z,) = f(x9) proizlazi x; = xs.

Dakle, iz pretpostavke f(x1) = f(x3) obzirom na zadanu funkciju, dobivamo
21‘1 -5 . 25(]2 -5
—4(131 + 7 N —41‘2 + 7
—85(711‘2 + 141'1 + 205(72 — 35 = —8?[711‘2 + 14[E2 + 20.171 — 35

—6371 = —6%2

T, = T2

odakle proizlazi da je zadana funkcija injekcija. Primjenom propozicije 5.25 za zadanu funkciju
f postojat ¢e inverzna funkcija f~!, ako pretpostavimo da je: D(f~!) = Im f &ime mozemo
koristiti identitete f(z) =y, f~(y) = z, stoga iz

2f '(y) =5

= ———"—— odnosno:
YTy T

proizlazi:

—dyf M) +Ty=2f""(y) -5
yfy)+2f " (y) =Ty +5
)y +2)=Ty+5

Ty +5
—1 _

Time je: D(f~') =R\ {—3}, odnosno

- {-1).

Zaklju¢ujemo: funkcija f: R\ {I} =R\ {-31}, f(z)=

1
97’5—5'

2 —

5
m je bijekcija,
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5 FUNKCIJE

stoga postoji inverzna funkcija f~! funkcije f, pri ¢emu je:

RV SR (D), i) = 2D

4+ 2

Podsjetimo se, bududi da je zadana realna funkcija bijekcija, vrijedi da je Im f = KC(f), gdje
je K(f) kodomena funcije f, vidi definiciju 5.16.

Primjer 5.29

Odredimo prirodno podruéje definicije D(f) i podrugje vrijednosti Im f realne funkcije
realne varijable tako da ona bude bijekcija ako je

flz) = —2*+ 2+ 12.
Rjesenje:

Ponovimo, skup R realnih brojeva je prirodno podrucje definicije svake kvadratne funkcije.
Medutim, kvadratna funkcija nije injekcija na cijelom svom prirodnom podrucju definicije,
odnosno na skupu D(f) = R, stoga treba odrediti onaj podskup od D(f) na kojemu ¢e zadana
kvadratna funkcija biti injekcija.

S druge strane, kodomena kvadratne funkcije je skup realnih brojeva, ali to nije podrucje vrijed-
nosti kvadratne funkcije, Sto ima za posljedicu da kvadratna funkcija nije surjekcija na skupu
R, stoga treba odrediti /m f (podrucje vrijednosti funkcije f).

Podsjetimo se, graf kvadratne funkcije f(x) = ax?+ bz + ¢ je parabola y = ax?+ bz + ¢ koja
je otvorom okrenuta prema

pozitivnom dijelu y-osi ako je a > 0,

negativnom dijelu y-osi ako je a < 0.

Pritom je parabola simetri¢na obzirom na pravac © = —=2, gdje je —% prva koordinata

2a’
(a SCiS&) tjemena parabole = CLJI2 +bx + c.

Dakle, da bismo odredili /m f (podruéje vrijednosti funkcije f) i podskup od D(f) na kojemu
je kvadratne funkcija f(z) = ax?® + bx + ¢ injekcija, dovoljno je odrediti koordinate tjemena
primjenom formule:

b 4dac—b?
T=|——, rac—v )
2a 4a
Koristec¢i formulu (2) na zadanu kvadratnu funkciju f(x) = —2? + = + 12 dobivamo da je
njeno tjeme u tocki: 7' = (3, %) .

Napomena:

S motivacijom preciznijeg crtanja grafa zadane kvadratne funkcije (parabole) dodatno se
izraCunavaju 1 njezine nul-to¢ke (iako one nemaju vazniju ulogu u odredivanju podrucja vri-
jednosti funkcije f kao ni u odredivanju podskupa od D(f) na kojemu je kvadratna funkcija
injekcija).
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5 FUNKCIJE

Ukratko, nul-to¢ke kvadratne funkcije f(x) = az® + bz + ¢ dobivamo rjeSavanjem jednadzbe
f(x) = 0, odnosno kvadratne jednadzbe ax? + bz + ¢ = 0 Cija se rjeSenja z; i x5 dobivaju
primjenom formule:

—b+Vb? —4dac
T2 = % . 3)

Obzirom na zadanu kvadratnu funkciju imamo sljedeéu jednadzbu: —z% + x + 12 = 0, stoga
primjenom formule (3) dobivamo:

—1++v1+48
2

T2 =— o5
—147
T1,2 = 9
odakle proizlazi da je: =y = —3, 29 = 4.

Timesu N; = (—3,0) i Ny = (4,0) nul-to¢ke zadane kvadratne funkcije f(z) = —z*+z+12.
Kvadratni (vode¢i) koeficijent a = —1 < 0 kvadratne funkcije f(z) = —2? + x + 12 je nega-

tivan broj, stoga je njezin graf (parabola) otvorom okrenut prema negativnom dijelu y-osi. Vidi
sliku 15.

154

e (29)

Slika 15: Parabola y = —22 4+ x + 12

Zasvaki x € <—oo, %] (lijeva grana parabole) ili za svaki x € [%, +oo> (desna grana parabole)
zadana kvadratna funkcija je injekcija.

Podrudje vrijednosti funkcije f je skup Im f = (—o0,%2], stoga za svaki y € (—oo, 2]
zadana kvadratna funkcija je surjekcija.

ZakljuCujemo:
zadana kvadratna funkcija f(z) = —2% + = + 12 je bijekcija ako je
D(f) = (o0, 1] ili D(f) = [}, +o0) iakoje Im f = (—o0,2].
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5 FUNKCIJE

* QOdredivanje inverzne funkcije kvadratne funkcije.

Najprije treba primijeniti svojstvo da se svaka kvadratna funkcija f(z) = ax® + bz + ¢,
a # 0 moze pisati u obliku

f(@) = a(z —x0) + yo,

die b . dac — b?
SUzg=—119yy=——
Y 0 % Yo 1

Pritom se koristilo svojstvo da je:

b ¢ b\? b\? ¢
f(x):ax2+bx+c:a(x2+—x+—>:a (a:+—) —<—) + -
a a 2a 2a a
B b 2+c_b2 B b 2+4ac—b2
— v 2a a 4a? - ¢ v 2a 4q?

+b 2+4ac—b2
=alx+— -
2a 4a

odakle proizlazi:

koordinate tjemena kvadratne funkcije.

b\  dac—b?
ar bz te=alo+—) + L2 4)
2a 4a
Primjenom svojstva (4) slijedi da se zadana kvadratna funkcija f(z) = —2% + 2z + 12
kojoj je tjeme u tocki T' = (%, %) moze pisati u obliku:

fla) = — <x—%)2+t—9.

Odredimo sada inverznu funkciju f~! funkcije f.

Obzirom na prethodno navedeno zaklju¢ujemo da vrijede identiteti f(z) =y i f~'(y) =«

za svaki x € <—oo, %} 1y € <—oo, %} ili z € [%,+oo> 1y € <—oo, %}, stoga iz

oo (e 1) 2

proizlazi

odnosno
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5 FUNKCIJE

Dakle, za bijektivnu funkciju  fi: (—o0, 3] — (=00, 2], fi(z) = =2+ z + 12
njezina inverzna funkcija je

fils (—00, 2] 5 (—00,3], fillw)=—y/-z+2+1

Analogno, za bijektivnu funkciju  f5: [%, +oo> — <—oo, 44—9} , fo(w) = =2 + o+ 12
njezina inverzna funkcija je

it (o0 ] = [htoo) i) = e s Bk
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6 SKUP PRIRODNIH BROJEVA

6 Skup prirodnih brojeva

Peanovi aksiomi? ¢ine sustav aksioma kojima je definiran skup prirodnih brojeva:

1.
2.
3.

(VneN) (I'n+1eN) (zasvaki prirodan broj postoji njegov direktni sljedbenik)
(Vn,meN) n+1=m+1 < n=m (jedinstvenost direktnog sljedbenika)
1eN

(VneN) (n+1#1)

aksiom matematicke indukcije
akoje S C N takavdaje: 1€S A (zasvaki k€ S vrijedidaje (k+1) € .5),
ondaje S =N.

Primijetimo da iz treceg i Cetvrtog aksioma proizlazi da je 1 najmanji prirodan broj, a iz prvog
aksioma da za svaki prirodan broj n postoji njegov jedinstveni direktni sljedbenik n + 1.

Peti aksiom matematicke indukcije primijenjuje se u metodi matematicke indukcije, kojom
se provjerava, odnosno dokazuje vrijedi li neki identitet (ili formula) za sve prirodne brojeve.

Pritom se najprije definira, odnosno zadaje identitet (ili formula), a potom se primijenjuje me-
toda matematicke indukcije koja se sastoji od sljedeca tri koraka:

1.

baza indukcije:

provjeravamo vrijedi li zadani identitet (ili formula) za n = 1;

2. pretpostavka indukcije:

pretpostavljamo da zadani identitet (ili formula) vrijedi za n =k, gdjeje k € N;

3. korak indukcije:

provjeravamo vrijedi li zadani identitet (ili formula) za n = k + 1.

Ako dokazemo da zadani identitet (ili formula) vrijediza n =1 iza n = k + 1 uz pret-
postavku da vrijedi za n = k, k € N, onda zakljucujemo da zadani identitet (ili formula)
vrijedi za svaki prirodan broj n € N.

3Giuseppe Peano (1858. — 1932.) talijanski matemati¢ar, jedan od utemeljitelja matematicke logike
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6 SKUP PRIRODNIH BROJEVA

Primjer 6.1

~n(n+1)

Dokazimo da vrijedi identitet 1 +24+3+---4n = 5 za sve prirodne brojeve.

Rjesenje:
1. baza indukcije: provjeravamo vrijedi li zadani identitet za broj n = 1:

T B
== _

(dobili smo jednakost 1 =1 koja oc€ito vrijedi, stoga je baza dokazana); ]

2. pretpostavka indukcije: pretpostavljamo da zadani identitet vrijedi za n = k:

k(k+1)

L4243+ 4k =——

3. korak indukcije: provjeravamo vrijedi li zadani identitetiza n =k + 1:

1+2+3+~~+k+(k+1)=(k+1>2(k+2) &)

* primjenom pretpostavke indukcije, raspisujemo lijevu stranu identiteta (5):

k(k+1
LE}+2+3+---+@+(k+1):(TH+k+1
Ck(k+1)
2
R+ E+2k42
N 2
K3k +2
B 2
k+1)(k+2
IUAR) GRS .

Dobili smo da je lijeva strana identiteta (5) jednaka desnoj strani identiteta (5), stoga za-

1
Kljucujemo da zadani identitet 142 +3+ - +n = "D {iiedi 7a svaki n € .
Primjer 6.2
1 1 1 1 13
DokaZzimo da vrijedi nejednakost e — > —
oamfno a vrijedi nejednakos n+1+n+2+n+3+ +2n 21
zasvaki n € N, n > 1.
Rjesenje:
1
Zasvakin € N je G n-ti Clan zbroja u lijevoj strani zadane nejednakosti, stoga
n n+n
1,13
se lako dokazuje da zadana nejednakost ne vrijedi za n = 1, jer 3 P o
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6 SKUP PRIRODNIH BROJEVA

1. baza indukcije: provjeravamo vrijedi li zadana nejednakost za n = 2, odnosno
1 1 13

fedilidaje: ~ 4+ & > 2.

vrijedi l1 da je 34—4>24

o : .11 7 S 13
uzimajuci u obzir da je 3 + 12 proizlazi nejednakost: 2 > 2 koja vrijedi,
jerje 7-24>13-12

~—— S~
=168 =156
2. pretpostavka indukcije:

pretpostavljamo da zadana nejednakost vrijedi za n =k, k > 2:

1 n 1 n 1 n +1>13
E+1 k+2 k+3 2k 24

3. korak indukcije: provjeravamo vrijedi li zadana nejednakostiza n =k + 1, k > 2:

1 . 1 i 1 P 1 >13 ©)
(k+1)+1 (k+1)+2 (k+1)+3 2(k+1) = 24
* primijetimo da je lijeva strana nejednakosti (6) oblika:
L= ! + ! + ! +
S k+1D)+1 (k+1D)4+2 (k+1)+3
+ = + ! + =
(k+1)+(k-1) (k+1)+k (k+1)+(k+1)
- + ! + ! + —i—l—i- ! + !
Ck+2 k+3 k+4 2k 2k+1  2k+2
pa dodatnim raspisivanjem proizlazi:
I = 1 . 1 n 1 n +1+ 1 . 1 n 1 1
k+2 k43 k+4 2k 2k+1 242 k+1 k+1
B 1 L 1 n 1 L 1 n +1 L 1 L 1 1
C\k+1 k+2 k+3 k+4 2%k ) "2k +1 " 2k+2 k+1
> % (primjenom [?rztpostavke indukcije)
13 1 1 1 13 2k+2+4+2k+1—-4k—-2
> —+ + — =+
24 2k+1 2k+1) k+1 24 2(k+1)(2k+1)
>13+ 1 >13 n
24 2(k+1)(2k+1) 24
>OZa;/:lkik€N
1 1 1 1 13
Zakljucuj da zad jednakost e — > —
akljuCujemo da zadana nejednakos n+1+n—i—2+n+3+ +2n 1

vrijedi za svaki n € N, n > 1.
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6 SKUP PRIRODNIH BROJEVA

Primjer 6.3

Dokazimo da vrijedi 3 | (5" + 2"*1) zasvaki n € N (Citamo: 3 dijeli 5" + 2"*1)
Rjesenje:

Uocimo: 3| +2") & 5n4 2"t =3.m, meN

1. baza indukcije: provjeravamoza n = 1:
3/ (5+2%) = 319 jerje 9=3-3 (m=3) [ |
2. pretpostavka indukcije: pretpostavljamo da vrijedi za n = k:

3| (5% + 28*1) ili ekvivalentno 5% +2*1 =3.m, meN

3. Kkorak indukcije: provjeravamoza n =k + 1:

3| (5% 4 28+2)  ili ekvivalentno 5! 422 =3.p peN
* primjenom pretpostavke indukcije, dobivamo:

[ = 5htl p ok+2 — 5.5k 4 9. ok+!
=5.5F 2.6 L 3.9kt _ 3. okt
—5.5F 4 5.9kl _ 3. o+l
:5_(5k+2k+1)_3_2k+1

=5.3.-m—23.92k1
= -(5-m— gk+1 )
N~ ~~
eN €N jerje keN
= peN @onem>k)
=3-p, peN [ |

Zaklju¢ujemo da vrijedi 3 | (5*T! 4 272) za svaki n € N.

6.1 Uredaj na skupu N

Definicija skupa prirodnih brojeva zasniva se na Peanovim aksiomima iz kojih proizlazi:
* jedan je najmanji prirodan broj,

* za svaki prirodan broj n postoji njegov jedinstveni (direktni) sljedbenik, koji je za jedan
veéi od n,

* ne postoji najveci prirodan broj.
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6 SKUP PRIRODNIH BROJEVA

Podsjetimo se da je (N, <) potpuno uredeni skup.
Dakle, za svaka dva prirodna broja n,m € N vrijedidaje n < m ili m < n.

U nastavku ¢emo definirati zbrajanje, mnoZenje, oduzimanje i dijeljenje prirodnih brojeva.
Pritom treba naglasiti da je zbroj i umnozak bilo koja dva prirodna broja takoder prirodan broj.
S druge strane, razlika i kvocijent bilo koja dva prirodna broja ne mora biti prirodan broj.
Definicija 6.4 [Zbrajanje u skupu N]

Zbrajanje prirodnih brojeva je realna funkcija +: N x N — N, (a,b) — a+b
koja svakom paru (a,b) € N x N pridruzuje prirodan broj (a + b) € N i naziva se suma ili
zbroj prirodnih brojeva a i b.

Propozicija 6.5

Za zbrajanje prirodnih brojeva vrijede sljedeca svojstva:

1. svojstvo zatvorenosti: ako su a,b €N, ondajei a+beN

2. svojstvo komutativnosti: (Y a,b € N) a+b=b+a

3. svojstvo asocijativnosti: ~ (Va,b,c € N) a+ (b+c¢)=(a+b)+c
4. svojstvo reduciranja: (Va,b,ceN) a+c=b+c = a=0b

Definicija 6.6 [MnoZenje u skupu N]
MnozZenje prirodnih brojeva je realna funkcija - : N x N — N, (a,b) —a-b
koja svakom paru (a,b) € N x N pridruZuje prirodan broj (a - b) € N i naziva se umnozak ili
produkt prirodnih brojeva a i b.
Propozicija 6.7

Za mnoZenje prirodnih brojeva vrijede sljedeca svojstva:

. Svojstvo zatvorenosti: ako su a,b €N, ondajei a-beN

. svojstvo komutativnosti: (Y a,b € N) a-b=b-a

1

2

3. svojstvo asocijativnosti: ~ (VYa,b,c € N) a-(b-¢)=(a-b)-c
4. svojstvo reduciranja: (Va,b,ceN) a-c=b-¢c = a=0
b

. svojstvo distributivnosti mnoZenja prema zbrajanju:
(Va,b,ceN) a-(b+c)=a-b+a-c
Komentar:

© U skupu prirodnih brojeva ne postoji neutralni element u odnosu na operaciju zbrajanja,
jer nula nije prirodan broj.
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6 SKUP PRIRODNIH BROJEVA

© Jedan je jedinstveni neutralni element (e) u odnosu na operaciju mnoZenja u skupu N.
Dakle, (VneN)(de eN) (e:n=n-e=n) & e=1.

© Skup prirodnih brojeva je zatvoren u odnosu na zbrajanje i mnoZenje prirodnih brojeva,
jer zbroj i umnozak bilo koja dva prirodna broja je prirodan broj.

© Skup prirodnih brojeva nije zatvoren u odnosu na oduzimanje prirodnih brojeva, jer za
bilo koja dva prirodna broja a i b ne mora se dobiti da je a — b prirodan broj.
Konkretno: 2,5€ N, ali (2—5) ¢ N.

Analogno, skup prirodnih brojeva nije zatvoren u odnosu na dijeljenje prirodnih brojeva,
jer za bilo koja dva prirodna broja a i b ne mora se dobiti da je % prirodan broj.

2
Konkretno: 2,5 € N, ali R ¢ N.

Definicija 6.8 [Oduzimanje u skupu N]

Neka su a i b bilo koja dva prirodna broja. Tada vrijedi:
(a —b) € N akoisamo ako postoji d € N takavdaje a=0b+d.
Broj d € N naziva se razlika ili diferencija prirodnih brojeva a i b.

Definicija 6.9 [Dijeljenje u skupu N]

Neka su a i b bilo koja dva prirodna broja. Tada vrijedi:

% € N akoisamo ako postoji ¢ € N takavdaje a=0b-q.

Broj ¢ € N naziva se kvocijent ili koli¢nik prirodnih brojeva « i b.

Definicija 6.10

Kazemo da je prirodan broj a € N djeljivs prirodnim brojem b € N ako i samo ako postoji
ce N takavdaje a=10-c.

Pritom piSemo: ¢ = % (ili ¢ =a:b) ikaZemo da je a viSekratnik od b ida je
b djelitelj (divizor) od « (ili da b dijeli a i zapisujemo: b | a).

Definicija 6.11

Prirodan broj veci od 1 koji je djeljiv samo s jedan i sa samim sobom naziva se prostim (ili
prim) brojem.

Slozen broj je prirodan broj veci od 1 koji nije prost broj.

Iz definicije 6.11 proizlazi da je jedan jedini prirodan broj koji nije prost niti sloZen broj.
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Navodimo nekoliko prvih
prostih brojeva: 2,3,5,7,11,13,17,19,23, . ..
sloZzenih brojeva:  4,6,8,9,10, 12,14, 15, 16, 18, 20,21,22,24 . ..
Dakle, najmanji prost broj je 2, a najmanji sloZen broj je 4.
Navodimo nekoliko vaznih tvrdnji (bez dokaza).

Propozicija 6.12

Svaki prirodan broj veci od 1 djeljiv je s barem jednim prostim brojem.

Teorem 6.13

Svaki sloZeni broj moZe se rastaviti na proste faktore.
Drugim rijeCima, svaki sloZeni broj moZe se prikazati kao umnoZzak prostih brojeva.
Teorem 6.14

Prostih brojeva ima prebrojivo beskonacno mnogo.

Iz teorema 6.13 1 6.14 direktno proizlazi da i sloZenih brojeva ima prebrojivo beskonacno
mnogo. Pojam prebrojivosti definirati ¢e se u slijedecem poglavlju - Ekvipotentni skupovi).
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7 Ekvipotentni skupovi

Konac¢ne skupove mozemo intuitivno usporedivati po broju njihovih elemenata i pritom
mozemo reéi ima li neki skup vise ili manje ili jednako elemenata od nekog drugog skupa.
Na prirodan nacin, namecu se sljedeéa pitanja:
kada je neki skup konacan, beskonacan, prebrojiv, neprebrojiv?
S motivacijom nalaZenja odgovora na postavljena pitanja najprije e se definirati ekvipotentnost
skupova, a potom kardinalni broj skupa.

Definicija 7.1

KaZemo da je skup A ekvipotentan (jednakobrojan) sa skupom B ili da su skupovi A i
B ekvipotentni i piSemo A ~ B ako postoji barem jedna bijekcija f : A — B saskupa A na
skup B.

Napomena:

Obzirom na definiciju 7.1 proizlazi da je ekvipotentnost dva ili viSe skupa zapravo jedna
relacija medu tim skupovima.

Oznacimo sa S nepraznu familiju skupova. Tada relaciju ekvipotentnosti ~ na skupu S
definiramo na sljede¢i nacin:

(VA, B €S) A ~ B ako postoji bijekcija f: A — B.

Drugim rije¢ima, relacija ~ (’biti ekvipotentan”) na skupu S je definirana tako da su svaka
dva skupa (iz neke neprazne familije skupova) ekvipotentna ako postoji barem jedna bijekcija s
jednog na drugi skup.

U nastavku ¢emo pokazati da je ekvipotentnost skupova ujedno relacija ekvivalencije na
skupu S (nepraznoj familiji skupova).
Propozicija 7.2

Relacija ~ (”biti ekvipotentan™) je relacija ekvivalencije na skupu S.

Dokaz:

Uzimajuéi u obzir da skup S oznacava nepraznu familiju svih skupova, a ~ binarnu relaciju
(”biti ekvipotentan”) na S, primjenom definicije 4.11 proizlazi da Ce relacija ~ biti relacija
ekvivalencije na skupu S ako dokazemo da je ona refleksivna, simetri¢na i tranzitivna na skupu

S.
 refleksivnost: zasvaki A € S treba dokazati: A ~ A,

uoc¢imo da za svaki skup A € S postoji bijekcija f: A — A sa skupa A na skup
A takvadaje f(z) =z zasvaki x € A (identiteta na skupu A), stoga primjenom
definicije 7.1 proizlazi da je skup A ekvipotentan sa samim sobom;
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* simetri¢nost: (VA, B € 5) A~B = B~ A,

iz pretpostavke da su A i B ekvipotentni skupovi, primjenom definicije 7.1 direktno
proizlazi da postoji bijekcija f: A — B saskupa Anaskup B (A, B € 95);
nadalje, iz Cinjenice da je f bijekcija, primjenom propozicije 5.25, proizlazi da pos-
toji inverzna funkcija f~': B — A funkcije f koja je takoder bijekcija, $to ima za
posljedicu da je skup B ekvipotentan sa skupom A;

e tranzitivnost: (VA, B,C € 5) (A~B AN B~C) = A~C,
iz pretpostavke da su A i B ekvipotentni skupovi ida su B i C' ekvipotentni skupovi,

treba dokazati da su A i C' ekvipotentni skupovi za svaki A, B,C € S.

Dakle, iz pretpostavke da su A i B ekvipotentni skupovi proizlazi da postoji
bijekcija f: A — B saskupa A na skup B, pri ¢emu je Im f = B.
Analogno, iz pretpostavke da su B i C' ekvipotentni skupovi proizlazi da postoji
bijekcija g: B — C sa skupa B na skup C.

Primjenom definicije 5.17 proizlazi da je definirana kompozicija funkcija f i g
uoznaci go f: A — C sa skupa A na skup C koja je ujedno bijekcija (vidi
propoziciju 5.24). Time je skup A ekvipotentan sa skupom C.

Dakle, relacija ~ (”biti ekvipotentan”) na skupu S je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna rela-
cijana S, stoga je ona ujedno i relacija ekvivalencije na skupu S.
Definicija 7.3

Neka je A bilo koji proizvoljan neprazan skup. Kazemo da je skup A konacan ako postoji
prirodan broj n € N takav da je

A~A{1,2,...,n},
gdje {1,2,...,n} C N oznacava skup prvih n prirodnih brojeva.
Broj n nazivamo kardinalnim brojem skupa A i oznacavamo ga s |A| te kaZzemo da skup A
ima n elemenata.
Napomena:

U razli¢itim literaturama kardinalni broj skupa A (tj. kardinalnost skupa A) oznacava se
oznakama:

|Al; k(A); Card(A); card(A); £(A).
U nastavku Ce se za kardinalni broj skupa A koristiti oznaka |A|.

Dakle, za neki skup A kazemo da je konacan ako postoji prirodan broj n takav da je skup A
ekvipotentan sa skupom prvih n prirodnih brojeva. Drugim rije¢ima, primjenom definicije 7.1,
skup A je konacan ako postoji barem jedna bijekcija

f:A—={1,2,...,n}
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sa skupa A na skup {1,2,...,n} prvih n prirodnih brojeva.

Uo¢imo da skup A moZemo pisati u obliku A = {a, as,...,a,}, priemu je

fAa,a9,...,a,} —{1,2,...,n}

bijekcija takva da je f(ay) = k zasvaki k = 1,2,...,n, stoga kazemo da skup A ima n
elemenata i piSemo |A| = n.

Definicija 7.4

Prazan skup ) smatramo kona¢nim skupom s kardinalnim brojem 0 i piSemo |()| = 0.

Primjer 7.5

Skup B = {a,b,c,d} je konacan skup s kardinalnim brojem 4 i piSemo |B| = 4.
Dakle, skup B sastoji se od Cetiri elemenata.
Primijetimo da je skup B = {a, b, ¢, d} ekvipotentan sa skupom {1, 2, 3,4} prva Cetiri prirodna
broja i piSemo:

B ~{1,2,3,4},
jer postoji bijekcija f: B — {1,2,3,4}.
Navedimo da se jedna bijekcija f: B — {1, 2, 3,4} moZe definirati s:
fla) =2, f(b) =4, f(c) =1, f(d) =3.

Naravno, to nije jedina bijekcija!
Ponovimo, za konacan skup A i prirodan broj n vrijedi:

o |A| = n ako isamo ako je skup A ekvipotentan sa skupom prvih n prirodnih brojeva.

o |A] =0 ako i samo ako je skup A = ().
Definicija 7.6

Za skupove A i B kazemo da imaju isti kardinalni broj i piSemo |A| = |B| akosu Ai B
ekvipotentni skupovi.
Drugim rijeCima, dva skupa imaju isti kardinalni broj ako postoji bijekcija s jednog skupa na
drugi skup.
Primjer 7.7

Neka su zadani skupovi A = {1,5,8,11,12} i B = {a,c,d}.

Uoc¢imo da zadani skupovi A i B nisu ekvipotentni, jer ne postoji bijekcija sa skupa A na skup
B, ni bijekcija sa skupa B na skup A. Time je: |A| # |B).

S druge strane, postoji bijekcija sa skupa A na skup {1,2,3,4,5} prvih pet prirodnih brojeva,
stoga je: |A| = 5 i analogno, postoji bijekcija sa skupa B na skup {1, 2,3} prva tri prirodna
broja, stoga je: |B| = 3.

Nadalje, iz 5 # 3 proizlazi da skupovi A i B nemaju jednaki broj elemenata, odnosno nemaju

isti kardinalni broj, stoga oni nisu ekvipotentni skupovi.
Ocito je da skup A ima vise elemenata od skupa B.
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Primjer 7.8

1. Skup A ={0,1,2} jeekvipotentan sa skupom B = {0, {0}, {0,{0}}}.
Uocimo da postoji bijekcija f: A — B takva da je:

fO) =0, f(1)=A{0}, £(2)={0.{0}}.
Jasno, to nije jedina bijekcija sa skupa A na skup B.

2. Skupovi A ={0,1} i B={—1,0,1} nisu ekvipotentni, jer nemaju isti kardinalni broj,
Sto ima za posljedicu da ne postoji bijekcija sa skupa A na skup B, niti bijekcija sa skupa
B na skup A.

3. Neka je zadan skup prirodnih brojeva N = {1,2,3,...,n,n + 1,...} i skup parnih
prirodnih brojeva N, = {2.4,6,...,2n,2n +2,... }.
Jesi li skupovi NiN,, ekvipotentni? Koji od navedenih skupova ima viSe elemenata?
Primijetimo da postoji bijekcija f: N — N,, definirana s
f(n) =2n, zasvaki n € N,

odakle proizlazi da je N ~ N, Sto se interpretira da je svakom prirodnom broju n pri-
druZen to€no jedan paran prirodan broj 2n.

Vrijedi 1 obrat: svakom parnom prirodnom broju 2n pridruzen je tocno jedan prirodan
broj n, jer postoji bijekcija g: N, — N definirana s: g(m) = Im za svakim € N,,.
Pritomje: g=f' i f=g "

Nadalje, iz ekvipotentnosti skupova N i N,, proizlazi da skupovi N i N, imaju isti kardi-
nalni broj, Sto povlaci da skupovi N i N,, imaju jednak broj elemenata.

Uocimo da su svi parni prirodni brojevi viSekratnici broja 2, stoga skup N, cesce
oznacavamo s 2 N, vidi zadatak 7.23.
4. Nekaje N,={2,4,6,...,2n,2n+2,...} skup parnih prirodnih brojeva i
N, ={1,3,5,...,2n—1,2n+ 1,...} skup neparnih prirodnih brojeva.
Dokazite da su N, i N,, ekvipotentni skupovi.

Uocimo da postoji bijekcija f: N, — N definiranas f(z) = sz zasvaki z € N,
i analogno postoji bijekcija ¢g: N — N,, definirana s g(z) = 2z — 1 zasvaki z € N.
Tada primjenom propozicije 5.24 proizlazi da je kompozicija go f: N, — N,, (sa skupa
N, na skup N,,) bijekcija takva da je:

(gof)(x)=2—1 zasvaki v € N,,.

Pritom smo koristili definiciju kompozicije funkcija f 1 g:
(go @) =g(f(z) =g(3z) =2 jz—1=2—1.

Time dobivamo da su N,, 1 N,, ekvipotentni skupovi i piSemo: N, ~ N,,.
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Definicija 7.9

Kardinalni broj skupa prirodnih brojeva naziva se alef nula (prema prvom slovu X “alef”
hebrejskog pisma) i oznacava s N, stoga piSemo:

Definicija 7.10

Za skup kazemo da je beskonacan skup ako on nije nije konacan.

Razlikujemo dva osnovna tipa beskonacnih skupova: prebrojivo beskonacne skupove i nepre-
brojivo beskonacne skupove koje ¢emo u nastavku definirati.
Definicija 7.11

Za skup A kazemo da je prebrojivo beskonacan skup ako je A ~ N.

Pritom je: |A| = N,.

Drugim rije¢ima, skup A je prebrojivo beskonacan skup ako je on ekvipotentan sa skupom
prirodnih brojeva, odnosno ako postoji bijekcija f: A — N sa skupa A na skup prirodnih
brojeva.

Jasno, pritom je kardinalni broj skupa A jednak kardinalnom broju skupa prirodnih brojeva.
Propozicija 7.12

Skup prirodnih brojeva je prebrojivo beskonacan skup.

Dokaz:

Primijetimo da je identiteta na skupu prirodnih brojeva
f:N—=>N, f(n)=n zasvakineN

zapravo bijekcija sa skupa N na skup N, stoga skup prirodnih brojeva je ekvipotentan sa samim
sobom, odakle proizlazi da je skup N prebrojivo beskonacan skup.
Primjer 7.13

Dokazite da vrijedi:  |N,| = |N,,| = N,

gdje N, ={2,4,6,...,2n,2n+2,...} oznaCava skup parnih prirodnih brojeva, a
N, ={1,3,5,...,2n—1,2n+1,...} skup neparnih prirodnih brojeva

(vidi oznake 3.1 4. u primjeru 7.8).

Definicija 7.14

Za skup koji je konacan ili prebrojivo beskonacan kaZzemo da je prebrojiv skup.
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Podsjetimo se, za svaki konac¢an skup osim za prazan skup postoji prirodan broj n € N takav da
je |A| = n, §to se interpretira da skup A ima n elemenata.

Medutim, treba razlikovati prebrojivo konacan od prebrojivo beskonacnog skupa. Primijetimo
da oni nisu ekvipotentni skupovi, jer ne postoji bijekcija s prebrojivo kona¢nog skupa na pre-
brojivo beskonacan skup.

Drugim rije¢ima, ne postoji bijekcija sa skupa {1,2,...,n} na skup prirodnih brojeva za nije-
dan prirodan broj n, jer je: n # Ny za svakin € N.

Definicija 7.15

Za skup koji nije prebrojiv kazemo da je neprebrojivo beskonacan skup ili krace nepre-
brojiv skup.

Komentar:
Pokazuje se da vrijede slijedece tvrdnje:
* Skup realnih brojeva je neprebrojiv skup.

Drugim rijecima, skup R nije ekvipotentan sa skupom N, stoga skup R nije prebrojivo

beskonacan skup, ve¢ je neprebrojivo beskonacan skup.

Analogno, skup I iracionalnih brojeva kao i skup C kompleksnih brojeva, primjeri su
neprebrojivih (beskonacnih) skupova.

* Skup cijelih brojeva i skup racionalnih brojeva su prebrojivo beskonacni skupovi i vrijedi:

IN| = |Z] = |Q| = Ro.

Definicija 7.16

Kardinalni broj skupa realnih brojeva oznacavamo s ¢, nazivamo ga kontinuum i piSemo:
IR| =c.
Kardinalne brojeve beskona¢nih skupova nazivamo transfinitnim brojevima.

Komentar:

Alef nula i kontinuum primjeri su transfinitnih brojeva; medutim, to nisu jedini transfinitni
brojevi.

Pokazuje se da vrijede sljedece tvrdnje:
¢ postoji beskonacno mnogo razlicitih transfinitnih brojeva;
¢ ne postoji najvedi transfinitni broj;
¢ alef nula je najmanji od svih transfinitnih brojeva;

o Nog<e¢, gdiejer Ny =|N|, c=|R[;
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o hipoteza kontinuuma: ne postoji beskonacan skup S takavdaje Ny < |S| < c.

Drugim rijeCima, ne postoji beskonacan skup kojemu je kardinalni broj izmedu kar-
dinalnog broja skupa prirodnih brojeva i kardinalnog broja skupa realnih brojeva.

Kardinalne brojeve bilo koja dva skupa A i B mozemo usporedivati na sljedeci nacin:
[Al=[Bl, [A]<[B|, [Al<[B]| (ilianalogno |A]>|B|, |A] > |B]).

Kazemo da je |A| < |B] (i ¢itamo kardinalni broj skupa A je maniji ili jednak od kardi-
nalnog broja skupa B) ako postoji injekcija (tj. injektivno preslikavanje) f: A — B sa
skupa A u skup B.

Jasno, pritom je: Im f C B (podrucje vrijednosti funkcije f je podskup skupa B).
Drugim rije¢ima, vrijedi daje |A| < |B|ako je skup A ekvipotentan sa skupom Im f C B.
Pritom razlikujemo sljedeca dva slucaja.
1. Akoje Im f C B, ondainjekcija f: A — B nije ujedno i surjekcija, stoga f nije
bijekcija, odakle proizlazi: |A| < |B]| (jer A i B nisu ekvipotentni skupovi).
2. Akoje Im f = B, ondainjekcija f: A — B je ujedno i surjekcija pa je f bijek-
cija, stoga su A i B ekvipotentni skupovi pa je: |A| = |B|.
U posebnom slucaju, ako su A i B kona¢ni skupovi, onda |A| < |B| izrazava uobicajen

odnos < (manje ili jednako) izmedu broja elemenata skupa A i broja elemenata skupa B.

Navodimo sljedeée vazne teoreme (bez dokaza) iz teorije skupova.

Teorem 7.17 (Schréder —Bernstein)

Neka su A i B skupovi takvi da je |A| < |B| i |B| < |A|. Tada je |A| = |B].

Navedena tvrdnja Schroder — Bernsteinovog teorema lako se moze dokazati ako su A i B
konacni skupovi. Medutim, za beskonacne skupove A i B dokaz nije jednostavan.

Teorem 7.18 (Cantor)

Skup realnih brojeva je neprebrojiv.
Drugim rije¢ima, skup R nije ekvipotentan sa skupom N i vrijedi: |N| < |R|, odnosno: Ry < c.

Teorem 7.19 (Cantor)
Za svaki skup A vrijedi |A| < |P(A)
Pritom je: |P(A)| = 2141, gdje je |A| kardinalni broj skupa A.

, gdje P(A) oznacava partitivni skup skupa A.

Teorem 7.20

Svaki beskonacan podskup prebrojivo beskonacnog skupa je prebrojivo beskonacan skup.
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Svaki beskonacan podskup prebrojivo beskona¢nog skupa je ekvipotentan sa skupom N.

Dakle, svaki beskonacan podskup prebrojivo beskonacnog skupa moZze se bijektivno
preslikati na skup prirodnih brojeva.

Skup A je prebrojivo beskonacan ako i samo ako postoji injektivno preslikavanje f: A — N
takvo da je Im f beskonacan podskup skupa N.

Primjer 7.21

Navedimo nekoliko beskonacanih podskupova skupa N koji su ekvipotentni sa skupom N:

* svi parni prirodni brojevi (tj. svi prirodni brojevi djeljivi s 2),

* svi neparni prirodni brojevi,

* svi prirodni brojevi djeljivi s n, gdjeje n € N,

* sve prirodne potencije bilo kojeg prirodnog broja,

konkretno sve prirodne potencije broja 3 dane su preslikavanjem:
f(n) =3" zasvaki n € Ny, gdje je Ny = NU {0};

* svi prosti prirodni brojevi, . ..
Svaki od navedenih skupova moze se bijektivno preslikati na skup prirodnih brojeva.
Teorem 7.22

Skupovi cijelih brojeva i racionalnih brojeva su prebrojivo beskonacni skupovi.
Posljedica teorema je da vrijedi:  |Z| = |Q| = N, gdjeje: Vg = |N|.
Dokaz:

(1) Dokazimo najprije da je skup cijelih brojeva prebrojivo beskonacan skup.
Dakle, treba naci bijekciju sa skupa Z na skup N.
Primijetimo da skup svih pozitivnih cijelih brojeva moZemo bijektivno preslikati na
skup svih parnih prirodnih brojeva i analogno, nulu i skup svih negativnih cijelih
brojeva mozemo bijektivno preslikati na skup svih neparnih prirodnih brojeva:
01 -1 2 -2 3 -3 4 —4
N
12 3 4 5 6 7 8 9
Time postoji bijekcija f: Z — N takva da je:

2k akoje k>0,
f(k) =
2|k|+1 akoje k<0

paje Z ~ N, odnosno |Z| = .
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(71) Dokazimo sada da je skup racionalnih brojeva prebrojivo beskonacan skup.

Pretpostavimo da vrijede sljedece dvije pretpostavke:

1. Svaki racionalan broj z € QQ odreden je predznakom p = 1 ili p = —1, brojnikom
n € Ny (gdje je: Ny =N U {0}) i nazivnikom m € N, stoga piSemo:

r=p zasvaki t € Q, ne Ny, meN, p=1ili p=—1.

2. Brojnik n i nazivnik m racionalnog broja x su relativno prosti brojevi. Drugim
rijeCima, pretpostavljamo da je najveca zajednicka mjera brojnika n i nazivnika m
(racionalnog broja x) jednaka jedan i pisSemo: M (n,m) = 1.

Nadalje, definiramo preslikavanje f: Q — N takvo da je:
¥ (p- 3) — H1gn5m  gagvaki n € No, meN, p=1ili p=—1.  (7)
m

Uo&imo da faktor 2P poprima dvije konstantne prirodne vrijednosti i to 4 ako je p = 1
ili 1 ako je p = —1. S druge strane, za svaki n € Ny, m € N faktori 3" (sve prirodne
potencije broja 3) i 5™ (sve prirodne potencije broja 5 bez jedinice) tvore beskonacne
podskupove skupa prirodnih brojeva. Time produkt 2P+ 37 5™ za svaki n € No, m € N,
p=11ili p = —1 je beskonacan podskup skupa N, stoga je Im f beskonacan podskup
skupa N.

DokaZzimo da je preslikavanje [ injekcija.

Za svaka dva racionalna broja p; - ﬂ, P2 - 2 € Q, gdjeje
mq mo

ni,ng € No, my, mp € N,
. e 1 1 2
pretpostavimo da vrijedi:  f (p1 . —) =f (pg . —)
mq mo
Podsjetimo se, funkcija f je injekcija ako obzirom na pretpostavku
f <p1 . ﬂ) =f <p2 . ﬂ) dokazemo da je: p; - Mo Do - ﬂ.
mq mo mi mg
Primjenom definicije funkcije f dane izrazom (7), dobivamo:
op1+1 gni gmi — 9pa+1 gno 5m2’
odakle proizlazi daje 2P+l =2p2Fl  3m —3n2  5m = 5m2 - odnosno
mtl=p+1 = p1=po, ni = ng, my = Mmy. 8)
Pritom smo koristili svojstvo jednakosti potencija: “dvije potencije su jednake ako
imaju jednake baze i jednake eksponente”.
Primjenom identiteta (8) slijedi da je p; - 1 = pa - =, stoga funkcija f: Q — N

mi mo
definirana izrazom (7) je injekcija.
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Nadalje, ako definiramo funkciju g: Q — Im f, gdjeje Im f C N takvu da je

g<p-£> Zf(p-£> = 2Prrignsm
m m

zasvaki n € Ng, m € N, p=1ili p = —1, onda obzirom na prethodno navedeno
proizlazi da je funkcija g: Q — Im f surjekcija i injekcija, odnosno bijekcija.

Iz prethodno argumentiranog proizlazi da je I'm f beskonacan podskup skupa N i da je
ekvipotentan sa skupom N. Time postoji barem jedna bijekcija h: Im f — N sa skupa
Im f naskup N.

Uzimajuéi u obzir da su funkcije g: Q — Im f i h: Im f — N bijekcije, primjenom
definicije 5.17 proizlazi da je definirana kompozicija funkcija g i h, gdje je f =hog,
f:Q — N koja je ujedno bijekcija (vidi propoziciju 5.24), stoga je Q ~ N, odnosno
’@| = No.

Time je dokazano: |N| = |Z| = |Q| = N,.

Komentar:

Pokazuje se da vrijede sljedece tvrdnje:

1. [0,1] ~ [a,b].
Preslikavanje f: [0,1] — [a,b], f(z) = (b—a)x + a zasvaki z € [0, 1]
je bijekcija.
2. [a,b] ~ [c,d].
d—c

Preslikavanje f: [a,b] — [c¢,d], f(x) = - a(:c —a)+ c zasvaki x € [a,b]

je bijekcija.
3. [0,1) ~(0,1].
Preslikavanje f: [0,1) — (0,1], f(z) = 1 — = je bijekcija.

Zadatak 7.23

Dokazite da vrijedi ekvipotentnost sljedecih skupova:

N~ 3N
N, ~ N,

N, ~ 5N

N, ~ 4N
3N ~5N
AN ~ 9N
6N~ 11N

A Sl .
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Komentar:

Neka je k proizvoljan prirodan broj. Tada kN oznaCava skup svih viSekratnika prirodnog
broja k. Specijalno za £ = 1 vrijedi da je 1N = N (svi prirodni brojevi su viSekratnici broja 1).

* U nastavku ¢emo dokazati da je N, ~ 5N.
Rjesenje:

Podsjetimo se daje N, ={2,4.6,...,2n,...}, 5N={510,15,...,5n,...}.
Zadokaz N, ~ 5N treba pokazati da vrijedi: N, ~N 1 N~ 5N.

1. Dokazimo da je N,, ~ N, odnosno dokazimo da postoji bijekcija
f:N, = N takvadaje f(z)=3z zasvaki z € N,

o surjektivnost: (Vy € N) (3z € N,) takavdaje y = f(z)
1 -
y = 3 r = r=2 (vrijedi)

o injektivnost:  (Vzi,20 € N,)  f(x1) = f(x2) = z1 =29

1 1
5 T = 5 Ty = X1 = T2 (Vrl]edl)

Time smo dokazali da je funkcija f bijekcija.
2. Dokazimo da je N ~ 5 N, odnosno dokazimo da postoji bijekcija
g: N— 5N takvadaje g(x)=5x zasvaki x € N.
o surjektivnost: (Vy € 5N) (Jz € N) takavdaje y = g(x)
1 oo
Yy=5or = T= = Y (vrijedi)
o injektivnost:  (Vzi,20 € N)  g(z1) = g(x2) = 21 =19
5r1 =51y = 11 =9 (vrijedi)

Time smo dokazali da je funkcija g bijekcija.
Primjenom propozicije 5.24 proizlazi da je kompozicija go f: N, — 5N bijekcija pri
cemu je:
1 5 .
(gof)(x):g<§a:>:§x zasvaki x € N.
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8 Matrice i determinante

U matematici se pod pojmom matrice smatra “pravokutna tablica” sacinjena od kona¢no

mnogo redaka i stupaca na ¢ijim se presjecima nalaze elementi - najcesée realni ili kompleksni
brojevi ili neki drugi objekti kao Sto su funkcije, vektori, diferencijalni operatori ili matrice.
U nastavku Ce se promatrati matrice realnih brojeva, odnosno matrice ¢iji su elementi realni bro-
jevi. Standardne oznake matrica su velika masno otisnuta slova A, B, C,... A;, Ay, Ag, .. ..
Elemente matrice oznaavamo malim slovima indeksiranim s dva indeksa 7, j, gdje prvi indeks
1 oznacava poziciju retka, a drugi indeks j poziciju stupca na kojoj se nalazi element u matrici.
Navedimo da matrice imaju veliku primjenu u linearnoj algebri i da se zbog njihovog znacaja u
matematici zasebno razvila teorija matrica.

Determinante je prvi uveo Gottfried Wilhelm Leibniz (1693. g.) pri ispitivanju rjeSenja
sustava linearnih jednadzbi. Medutim, u to se vrijeme nije pridavala odgovarajua vaznost ni
zasluga njegovom postignuéu koje biva zaboravljeno sve do 1750. godine. Tada je Gabriel
Cramer prvi dao pravila za rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi pomocu determinanti, stoga
se dugo vremena smatralo da je on ujedno i prvi uveo determinante. Navedimo da je Carl
Friedrich Gauss prvi upotrijebio naziv determinanta i da se tek poslije radova Carla Gustava
Jacobija determinante pocinju Siroko primjenjivati u matematici. Determinante imaju osobito
vaznu ulogu u teoriji matrica (npr. u ispitivanju regularnosti kvadratne matrice), Sto ¢e detaljnije
biti objasnjeno.

8.1 Definicija i tipovi matrica

Definicija 8.1

Neka su m 1 n proizvoljni prirodni brojevi. KaZzemo da je

aj; Qa2 a3 - QAip
A Q21 A22 Q23 - Q2q
m1 OGm2 Am3  *° Gmn
matrica tipa m x nipiSemo: A =[a;], i=1,2,....m, j=1,2,...,n.

Matrica A sastoji se od m redaka i n stupaca (m,n € N) i elemenata a;; za svaki
1=1,2,...,m, j=1,2,...,n, pri Cemu se svaki element a,;; matrice A nalazi
na presjeku njezinog ¢ - tog retka 1 j- tog stupca.

KaZemo da elementi a;1, a2, . . ., a;, Cine i-ti redak matrice A ida elementi ay;, asj, ..., Qm;
¢ine j-ti stupac matrice A.

U okviru ovog kolegija proucavat ¢e se realne matrice tipa m X n, odnosno matrice Ciji
su elementi a;; € R realni brojevi za svaki 1 =1,2,....m, j=1,2,...,n, gdje su min
proizvoljni prirodni brojevi.
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Skup svih matrica tipa m X n oznacava se s M,,,, gdje m i n mogu biti medusobno razlic¢iti
ili jednaki prirodni brojevi.
Ako je m # n, onda kazemo da je A matrica tipa m X n, a ako je m = n, onda kazemo da je
A kvadratna matrica reda n.
Definicija 8.2

Za matricu A = [a;;] tipa 1 x n kaZemo da je ret¢ana matrica.

Za matricu A = [a;;] tipa m X 1 kaZemo da je stup¢ana matrica.
Primjer 8.3

Ai=[-3 20 5]

je primjer jedne retCane matrice tipa 1 X 4, a

AQI -

Tl QO

je primjer jedne stupane matrice tipa 3 x 1.

Dakle, ret¢ana matrica se sastoji od samo jednog retka, dok se stupfana matrica sastoji od samo
jednog stupca. Uobicajeno je da se retane i stupane matrice nazivaju vektorima.

Definicija 8.4 [Nul-matrica]

Matrica kojoj su svi elementi jednaki nuli naziva se nul-matrica i najces¢e oznacava s O.

Primjer 8.5

Primjeri nul-matrica:

001 loool| [0 00 0
[0], {00], oool O [o0oo0o], |
00 0 0 00 0

Definicija 8.6 [Jednakost matrica]

Za matrice A = [a;;] i B = [b;;] kaZemo da su jednake i piSemo A = B ako i samo ako
su matrice A i B istog tipa i ako vrijedi:

a;;j =0b;; zasvaki 1<i:<m,1<j5<mn

(svi elementi na istim pozicijama su medusobno jednaki).
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Primjer 8.7

Neka su zadane matrice

31 =7 2 3 3i =7 2

A-: 3 3 B: —7 _— s C: 3
0 —= -—m 2 0 —z

2 2 2

Ispitajmo vrijede li sljedece jednakosti
(a) A =B, (b) B=C, (¢c) A=C.

Rjesenje:

Uocimo da su A i C matrice tipa 2 x 3, dok je B matrica tipa 3 x 2, stoga je A # B i
B # C, jer A iB kaoi B i C nisu matrice istog tipa.
S druge strane, A i C su matrice istog tipa, ali svi elementi na istim pozicijama matrica A i C
nisu jednaki; konkretno: ag3 = —m, co3 = T, ao3 # o3 (jerje —m # m).
Time je A # C.
Definicija 8.8

Za svaku matricu A definira se transponirana matrica matrice A u oznaci AT koja se

dobiva iz matrice A zamjenom redaka s odgovarajué¢im stupcima.

Drugim rijeCima, ako je matrica A tipa m X n:

11 Q12 @13 - A1p
Q21 G2 A23 -+ Q2
A =
Am1 Am2 Qm3 - Amn
onda je matrica A7 tipa n x m:
ailr a1 - Gml
a2 QA22 - Qm2
AT = | a13 a3 -+ am3
L A1p A2 - Amn 1

Dakle, transponirana matrica neke matrice dobiva se tako da se ne mijenjajuci poredak eleme-
nata u retcima te matrice

* elementi njezinog prvog retka zapiSu na mjesto prvog stupca,
* elementi njezinog drugog retka zapiSu na mjesto drugog stupca, . . .,

* elementi njezinog m-tog retka zapiSu na mjesto m-tog stupca.
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Iz navedene definicije direktno slijedi:
(ATYT = A.

Primjer 8.9

U primjeru 8.7 matrica A je transponirana matrica matrice B i analogno matrica B je
transponirana matrica matrice A.
Definicija 8.10

Za matricu kaZemo da je kvadratna matrica reda n (ili kvadratna matrica n - tog reda) ako
je broj njezinih redaka jednak broju njezinih stupaca.
Pritom n oznacava broj redaka i stupaca te matrice.

Time se kvadratna matrica A reda n zapisuje u obliku:

11 Q12 -+ QAin

A1 Q22 -+ QAgp
A= ]

ap1 Ap2 - Ann

ili krace: A = [a;;], i,/ =1,2,...,n.

Specijalno, ako je n = 1, onda dobivamo kvadratnu matricu prvog reda [ aq; | koja se sastoji
od samo jednog elementa a;;.

Uobicajeno je da se svaka matrica prvog reda poistovjecuje s njezinim (jedinim) elementom i
piSemo: [aq1] = aq3.

S druge strane, svaki realan (ili kompleksan) broj moZe se pisati u obliku kvadratne matrice
prvog reda.

Definicija 8.11

Za kvadratnu matricu reda n, A = [a;;], 7,7 =1,2,...,n, kaZemo da elementi

a11,A22,aA33, ..., ann
¢ine njenu glavnu dijagonalu, a elementi
A1pn,A2n—1,037p—2,...,0n1
njenu sporednu dijagonalu.

Uobicajeno je da se skup svih kvadratnih matrica reda n oznaavas M,,.
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Definicija 8.12

Za kvadratnu matricu reda n kazemo da je:

* dijagonalna ako su svi elementi koji ne leZe na glavnoj dijagonali jednaki nuli:

a;; =0 zasvaki 1 #j, 1,7=1,2,...,n;

* skalarna ako je ona dijagonalna matrica takva da su joj svi elementi na glavnoj dijagonali
jednaki nekom (realnom) broju A:

a'LJ:O Zasvakii%j, aii:)\’ i7j:1727"'an;

* jedini¢na ako je ona skalarna (dijagonalna) matrica s jedinicama na glavnoj dijagonali:

a; =0 zasvaki i #7j, a;=1, i,j=1,2,...,n;

* gornja trokutasta ako su svi njeni elementi ispod glavne dijagonale jednaki nuli:
a;; =0 zasvaki ¢ >j, 1,7=1,2,...,n;
* donja trokutasta ako su svi njeni elementi iznad glavne dijagonale jednaki nuli:

a;; =0 zasvaki i <j, ¢,7=12,...,n

Primjer 8.13

Neka su zadane sljedece kvadratne matrice reda 4:

300 0 3 00 0 0 00 0
070 0 0 -7 0 0 0 -7 0 0
AM=1g05 ol A2=10g 900 As=109 00 0|
000 —4 0 00 6 0 00 0
[5 0 0 0 [5 0 0 0 (1.0 0 0
0500 0500 0100
A4_0050’ As 0000/ A6_0010
(0005 (0005 |00 0 1
(3 -5 2 -8 [0 -5 2 -8 (3 000
0 7 —6 2 0 0 —6 2 7 -2 0 0
A7_004—7’A8_000—7’A9_0340
0 0 0 -7 0 0 0 0 1 000
Tada

© Aj, Ayi Aj; sudijagonalne matrice;
© A, je skalarna matrica;

© Aj je dijagonalna matrica

(ona nije skalarna jer joj svi elementi na glavnoj dijagonali nisu jednaki);
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© Ag je jedini¢na matrica;

© A7iAg sugornje trokutaste matrice;

© Ay je donja trokutasta matrica.
Primijetimo:

— neki elementi na glavnoj dijagonali dijagonalne matrice mogu biti jednaki nuli; ako su svi
elementi na glavnoj dijagonali dijagonalne matrice jednaki nuli, onda je to nul-matrica;

— elementi na glavnoj dijagonali i neki elementi iznad glavne dijagonale gornje trokutaste
matrice mogu biti jednaki nuli;

— elementi na glavnoj dijagonali i neki elementi ispod glavne dijagonale donje trokutaste
matrice mogu biti jednaki nuli;

— jedini¢na matrica ne moze biti niti jedna matrica tipa m X n za m # n.

10 --- 0

01 --- 0

Standardna oznaka jedini¢ne matrice je I'1i piSemo: I = | | .
00 --- 1

Ponekad se za jedini¢nu matricu reda n koristi i oznaka I, i to naj¢esce ako se istovremeno
promatra viSe jedini¢nih matrica razli¢itih redova (vidi sljedeéi primjer) ili ako se u posebnom
slucaju Zeli naglasiti red jedini¢ne matrice (vidi propozciju 8.32).

Primjer 8.14

Navedimo redom jedini¢ne matrice reda 2, 3,415
1 0000
10 1 00 (1) (1) 8 8 01 000
:[2:|:01:|,13: O].O 7:[4: 0010 ,15: 00100
0 0 1 000 1 00010
0 00 01

Iz prethodno navedenog slijedi da je jedinicna matrica reda 1 zapravo broj jedan i piSemo:

Definicija 8.15
KaZemo da je kvadratna matrica A reda n
simetri¢na matrica ako vrijedi: A = A7,
antisimetri¢na (ili kososimetri¢na) matrica ako vrijedi: A = —AT,

gdje je AT transponirana matrica matrice A.
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Drugim rije¢ima ako je A = [a;], ¢,7 = 1,2,...,n kvadratna matrica reda n, onda je A
simetri¢na matrica ako vrijedi:

a;; =aj zasvaki 4,7 =1,2,... n.
i A je antisimetri¢na matrica ako vrijedi:
a;; = —aj zasvaki 1,5 =1,2,... n.

Primijetimo da su svi elementi na glavnoj dijagonali antisimetri¢ne matrice jednaki nuli, jer

a; = —a; povlatt  a; =0 zasvaki 1 =1,2,...,n.
Primjer 8.16
3 5 4 0 5 —4
Neka su zadane matrice A= |5 1 7 i B=| -5 0 —7
4 70 4 7 0

Tada je A simetricna matrica, a B antisimetri¢na matrica.

Propozicija 8.17

Svaka dijagonalna matrica jednaka je svojoj transponiranoj matrici.

Bududi da je skalarna matrica specijalan slucaj dijagonalne matrice i da je jedini¢na matrica
specijalan slucaj skalarne matrice (a time i dijagonalne matrice), iz propozicije 8.17 proizlazi:

* svaka skalarna matrica jednaka je svojoj transponiranoj matrici;
* svaka jedini¢na matrica jednaka je svojoj transponiranoj matrici.

Koristeci definiciju 8.15 proizlazi da su dijagonalne, skalarne i1 jedini¢ne matrice ujedno i sime-
tricne matrice (usporediti s matricama A1, ..., Ag iz primjera 8.13). Pokazuje se da vrijedi:

* transponirana matrica gornje trokutaste matrice je donja trokutasta matrica i analogno
transponirana matrica donje trokutaste matrice je gornja trokutasta matrica.

Primjer 8.18

Obzirom na gornje trokutaste matrice A7 i Ag i donju trokutastu matricu Ay reda 4 iz
primjera 8.13 dobivamo sljedece odgovarajuce transponirane matrice:

3 0 0 0 0O 0 00 3 7 01
-5 7 0 0 -5 0 00 0 -2 3 0

T T _ T _
A7 = 2 -6 4 0|’ As = 2 —6 0]’ Ag = 0 040
-8 2 -7 =7 -8 2 =70 0 00O

Jasno, pritom su AT i AT donje trokutaste, a A je gornja trokutasta matrica reda 4.
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8.2 Racunske operacije s matricama

8.2.1 Zbrajanje matrica
Matrice mozemo zbrajati jedino ako su istog tipa ili istog reda.

Definicija 8.19

Zbroj matrica A = [a;;] 1 B = [b;;] tipa m x n je matrica C = [¢;;] tipa m X n, gdje je:

Cij:aij‘i‘bij, i:1727~--7m’j:1727"'7n

ipisemo: C = A + B.
Drugim rijecCima, matrice (istog tipa) zbrajamo tako da im zbrojimo elemente na istim
pozicijama.

Specijalno, ako je m = n, ondasu A, Bi C = A + B kvadratne matrice reda n.

Primjer 8.20

Primijetimo da matrice A i B iz primjera 8.7 ne moZemo zbrojiti jer nisu istog tipa, ali
moZzemo zbrojiti matrice A i C. Pritom dobivamo:

31 =7 2 31 =7 2 .
6: —14 4
i 0 3 - * 0 3 ﬂ] [ 0 -3 O]
2 2
Propozicija 8.21

Za zbrajanje matrica vrijede sljedeca svojstva:

1. komutativnost: A+B=B+A,

2. asocijativnost: (A+B)+C=A+ (B+0C),

3. (A+B)T =AT + B7,

4. nul-matrica O je neutral za zbrajanje matrica: A +0 =0 + A = A.

Podsjetimo se, svi elementi nul-matrice jednaki su nuli.

8.2.2 Mnozenje matrice skalarom

Svaku matricu neovisno o njezinom tipu ili redu moZemo mnoziti skalarom (realnim ili
kompleksnim brojem). U nastavku ¢e se pod pojmom skalar podrazumijevati proizvoljan realan
broj i oznaCavat emo ga s .
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Definicija 8.22

Umnozak matrice A = [a;;] tipa m xn i skalara A € R je matrica B = [b;;] tipa m xn,
gdje je:

bij=Xaij|, i=1,2,....,m, j=1,2,...,n, NER

ipiSemo: B = \A.

Drugim rije¢ima, matricu A = [a;;] mnoZimo sa skalarom A\ € R tako da svaki element
a;; matrice A pomnoZimo s A.

Primjer 8.23
PomnoZzimo li matricu A iz primjera 8.7 skalarom A\ = —8 dobivamo:
3¢ =7 2
—8A =-8- 0 3
—— -7
2
| =247 56 —16
N 0 12 87 |~
Propozicija 8.24

Za mnoZenje matrice skalarom vrijede sljedeca svojstva:

1. AMA+B)=)AA+)\B

2 A+p) A= A+ puA
3. ApA)=(Ap) A
4. 1A=A

5 (AA)T = NAT

8.2.3 Oduzimanje matrica

Analogno, kao 1 za zbrajanje matrica, matrice moZemo oduzimati jedino ako su istog tipa ili
istog reda, a oduzimamo ih tako da im oduzmemo elemente na istim pozicijama.

Dakle, neka su A = [a;;] i B = [b;;] dvije matrice tipa m X n, tada razlika matrica A
i B je matrica C = [¢;;] tipa m X n, gdje je:

cij:a,-j—bij, @:1,2,...,m,j:1,2,...,n.

S druge strane, razliku matrica A i B mozemo pisati u obliku zbroja matrica A i B
ako matricu B pomnoZimo s —1 i piSemo:

C=A-B=A+(-1)B,
gdje je

Cij = aij — by = ai; + (=1) by

zasvaki 1 =1,2,....m, 7=1,2,...,n.
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Primjer 8.25
Matrice A i B iz primjera 8.7 ne moZemo oduzeti jer nisu istog tipa, ali moZzemo oduzeti

matrice A i C, pri ¢emu dobivamo:

31 =7 2] [32’ -7 2] [32’ -7 2 —-31 7 —2]
A-C= 3 — 3 = 3 + 3 ,
0—5—77' 0—57'(' 0—5—71' 05—77'
odakle je
00 O
A_C_{o 0 —27r}

Za svaku matricu A vrijedi: A — A = O,
gdje je O nul-matrica istog tipa kao i matrica A.

8.2.4 Mnozenje matrica

Matricu A moZemo pomnoziti matricom B jedino ako je matrica A ulan¢ana matricom B.

Definicija 8.26
Kazemo da je matrica A ulancana matricom B ako je broj stupaca matrice A jednak

broju redaka matrice B.

Napomena:

» Svaka matrica tipa m X ¢ je ulanCana matricom tipa g X n.
* Bilo koje dvije kvadratne matrice istog reda su ulan¢ane matrice.

* Opcenito bilo koje dvije matrice ne moraju biti ulancane.
* Ako je matrica A ulancana matricom B, onda ne mora vrijediti da je i matrica B ulancana

matricom A.

Primjer 8.27
Neka su zadane matrice
) e e e
Tada se lako moze vidjeti da:
1. matrica A nije ulancana matricom B i matrica B nije ulanCana matricom A, jer je matrica
A tipa 2 x 3 imatrica B je tipa 2 x 3;

2. iz Cinjenice da je C kvadratna matrica reda 2 i da je A matrica tipa 2 x 3, proizlazi da je
matrica C ulan¢ana matricom A, ali matrica A nije ulan¢ana matricom C;
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3. analogno kao u 2. matrica C je ulanana matricom B, ali matrica B nije ulanana matri-
com C, jer je C kvadratna matrica reda 2, a B je matrica tipa 2 x 3.

Time produkti AB, BA, AC i BC nisu definirani.
S druge strane, produkti CA i CB su definirani - vidi primjer 8.29.

Definicija 8.28
Produkt ulan¢ane matrice A = [ax], i =1,2,...,m, k=1,2,...,q tipa m X q
matricom B = [by], k=1,2,...,¢, j=1,2,...,n tipa ¢ xn

je matrica C = [¢;;] tipa m x n takva da je:

Cij = Qi1 - bij + @i - baj + -+ + Qg - by,

q
ili krace cz-j:g @k - b zasvaki +=1,2,....m, 7=1,2,...,n
k=1

ipisemo: C = AB.
Dakle, matricu A mnoZimo matricom B tako da zbrojimo produkte elemenata i-tog
retka matrice A s odgovaraju¢im elementima j-tog stupca matrice B.
Pritom matrica C = AB ima onoliko redaka koliko ih ima matrica A i onoliko stupaca

koliko ih ima matrica B.

Komentar

Bilo koje dvije kvadratne matrice A i B istog reda su ulan¢ane matrice. Time su produkti
AB i BA definirani, ali opéenito

AB # BA,
Sto ima za posljedicu da za mnoZenje matrica ne vrijedi svojstvo komutativnosti.

Primjer 8.29

Obzirom na zadane matrice u primjeru 8.27 dobivamo da produkti AB, BA, AC i BC
nisu definirani, ali su definirani produkti CA i CB, pri ¢emu je:

[ 10 -3 15 -2
CA=1 1][—30 2}
10-14+(=3)-(=3) 10-5+(=3)-0 10-(=2)+(=3)-2
| (—2)-1+1-(=3) (=2):54+1-0 (=2)-(-2)+1-2
[ 10+9  50+0 —20-6
| —2-3 -10+40 4+2
[ 19 50 -—26
-5 -10 6
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10 -3 7 06
CB= | -2 1}' {4 —2 8}

[10-7+(=3)-4 10-0+(=3)-(=2) 10-6+(=3)-8
(—2)-74+1-4  (=2)-0+1-(=2) (=2)-6+1-8

[ 70-12 046 60—24
T -1444 0-2 -12+8

[ 58 6 36
Tl -2 -4
Primjer 8.30
1
Neka su zadane matrice A; = | 2 i Apb=[45 6].
3

Ispitajmo jesu li definirani produkti A; A, i AsAq; ako jesu, izraCunajmo ih.
RjesSenje:
Primijetimo da je matrica A, tipa 3 x 11 da je matrica A, tipa 1 X 3, stoga je matrica A,

ulancana matricom A, i matrica A, ulancana je matricom A; pa su produkti A;As i Ay A,
definirani. Primjenom definicije produkta matrica, dobivamo:

1 4 5 6
AAy=|2|-[456]=]| 810 12
3 12 15 18
1
AA;=[45 6]-]2]| =[4+10+18] =[32],

3

odakle proizlazi da je produkt A; A, kvadratna matrica reda 3 te da je produkt A, A kvadratna
matrica reda 1.

Primjerima 8.29 1 8.30 pokazali smo:
© za mnoZenje matrica ne vrijedi svojstvo komutativnosti, tj. AB # BA;
© postoje matrice A i B takve da produkti AB i BA nisu definirani;
© postoje matrice A i B takve da je produkt AB definiran, ali produkt BA nije definiran;

© postoje matrice A i B takve da su produkti AB i BA definirani, ali da su oni zapravo
kvadratne matrice razlicitih redova.

Uoc¢imo da za kvadratne matrice A i B istog reda, produkti AB i BA su takoder kvadratne

matrice Ciji je red jednak redu matrice A (matrice B), ali opéenito AB # BA. Konkretno:

R R N e
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R = N

Postoje matrice razliCite od nul-matrica takve da im je produkt jednak nul-matrici.

Komentar:

Drugim rijecima, ako je AB = O, onda ne mora vrijediti daje A = O ili B = O, gdje
O oznacava nul-matricu. Konkretno:

IR

Neka je A kvadratna matrica reda n i 1 jedinicna matrica reda n. Tada vrijedi:
AI=TA =A.

Propozicija 8.31

KaZemo da je jedini¢na matrica neutralni element u odnosu na mnozenje kvadratnih matrica.

Propozicija 8.32

Za svaku matricu A tipa m x n vrijedi: 1, A= A1, =A,

gdje 1, oznacava jedinicnu matricu reda m, a 1, jedini¢nu matricu reda n.

Propozicija 8.33
Za mnoZenje matrica vrijede sljedeca svojstva:
. asocijativnost: (AB)C = A(BC)
. distributivnost mnoZenja prema zbrajanju slijeva: ~A(B 4+ C) = AB + AC

A(AB) = (\A)B = A (\B)

1
2
3. distributivnost mnoZenja prema zbrajanju zdesna: (A + B)C = AC + BC
4
5 (AB)T = BTAT

Napomenimo da dijeljenje matrica nije definirano - ekvivalent za dijeljenje matrica je mnoZenje
matrice nekom ulan¢anom inverznom matricom, Sto ¢e se detaljnije obraditi u nastavku.

Prije toga, ukratko ¢emo objasniti pojam potencije matrice 1 matricnog polinoma.
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8.3 Potencije matrice i matric¢ni polinom

Potencije matrice su definirane samo za kvadratne matrice.

Definicija 8.34

Zakvadratnu matricu A = [a;;], 4,5 = 1,2,...,n redan iprirodan broj p € N definiramo
potenciju matrice A:

AP—A.-A-.-A.
| —
p faktora

Specijalno:  A° =1, gdje je I jedini¢na matrica reda n.
Propozicija 8.35

Neka je p,q € N. Tada vrijedi:

APAT = ATAP = APTY,
(AP)4 = AP,

Definicija 8.36

Za kvadratnu matricu A reda n i za bilo koji realan polinom stupnja p

f(x) = apa? + ap 2+ -+ agz + g,
gdje su a,, a,_1, ..., 01,9 € R koeficijenti polinoma, definiramo matric¢ni polinom
f(A):apAp—i—ap_lAp_l+---—|—a1A+aDI. 9)

Pritom se u matri¢nom polinomu (9) primijenilo svojstvo: A° = I, gdje je I jedini¢na matrica
istog reda kao i matrica A.

Primjer 8.37

Odredimo vrijednost matri¢nih polinoma f(A)i g(A) ako je zadana matrica A = [ _?) ; ]

ipolinomi f(z)=a*—4x+71 g(z)=2—2—3.
Rjesenje:

Obzirom na zadanu matricu A i polinom f(z) = z? — 4x + 7, dobivamo sljedeé¢i matri¢ni

[N I
EH J e ]) S]]
|

14+—8—4+7O
—-12 1 12 -8 07
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Analogno dobivamo:

N R
2
3

B 2 17° L\ [-2 1], [-3 o0
A\l -3 2 -3 2 3 -2 0 —3
141 21 I

-2 1] [ -3 2 3 =5

=10 9 L !

T —27 10 | 3 =5

[ =15 8]

T -24 —15 |

8.4 Determinanta kvadratne matrice

Svakoj kvadratnoj matrici

ai;pr a2 ... QAip

91 A92 ... QAgp
A =

Ap1 Apo ... Qpp

reda n pridruzena je determinanta te matrice koju zapisujemo u obliku det A ili | A| (u nastavku
¢emo koristiti oznaku det A), gdje je

ai; a2 ... QAip
a21 A29 ... QA9

detA =| = . (10)
Ap1 Ap2 ... Qpp

Ako su svi elementi a;; kvadratne matrice A realni brojevi, onda je det A realan broj koji se
dobiva Laplaceovim razvojem determinante (kvadratne matrice A) po njezinom ¢-tom retku ili
po njezinom j-tom stupcu® - vidi propoziciju 8.44 i izraze (14), (15).

U suglasnosti s definicijom 8.11 kaZemo da elementi aq1, ass, ass, ..., a,, Cine glavnu di-
jagonalu determinante kvadratne matrice A i da elementi ay,,d2,_1,03,_2,...,0,1 Cine
sporednu dijagonalu determinante kvadratne matrice A.

Jasno, red determinante kvadratne matrice A jednak je redu kvadratne matrice A, stoga induk-
tivno po redu n € N kvadratne matrice razlikujemo:

“4Pritom se determinanta kvadratne matrice reda n izra¢unava induktivno po determinantama n — 1-vog reda
koje se dalje racunaju pomocu determinanti n — 2-og reda i tako dalje, postupak se nastavlja sve do dobivanja
determinanti drugog reda koje su jednake razlici produkta elemenata na glavnoj i sporednoj dijagonali, vidi formulu

(11
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determinante prvog reda: lai1]s

@11 a2

determinante drugog reda:
Q21 A22

11 Adiz2 13
determinante treeg reda: Qo1 Qoz (o3

a31 daz2 ass

ail a2 @13 A4
. < Q21 @G22 G23 A24

determinante Cetvrtog reda:

az1 Q32 A3z (34

Qg1 Q42 A43 A44

determinante n-tog reda koje su dane izrazom (10).

Svaka determinanta se sastoji od jednakog broja redaka i stupaca, pri cemu broj
redaka (stupaca) determinante odreduje njezin red.

Matricama tipa m X n za m # n nije pridruZena nijedna determinanta, jer takve matrice imaju
razliCit broj redaka i stupaca. Dakle, determinanta je definirana samo za kvadratne matrice.

U nastavku ¢e se induktivno definirati izraCunavanje determinante u ovisnosti o njezinom redu.

8.4.1 Izracunavanje determinanti n-tog reda, n € N

Definicija 8.38

Determinanta prvog reda jednaka je svom jedinom elementu i piSemo: |a1| = aq;.

Treba razlikovati determinantu prvog reda od apsolutne vrijednosti realnog (ili kompleksnog)

broja, stoga se determinanta prvog reda |ay;| zapisuje u obliku a;; (bez okomitih crta slijeva i
zdesna od ajq).

Definicija 8.39

Determinanta drugog reda izraCunava se primjenom sljedeée formule:

11 Q12

= 11 Q22 — A120A21. (11)
Q21 Q22

Drugim rije¢ima, determinanta drugog reda jednaka je razlici produkta elemenata na glavnoj i
sporednoj dijagonali

Primjer 8.40
Izracunajmo sljedeée determinante drugog reda ako je:

(a) ‘_g _2’22-(—4)—(—5)-3:— (—15) = —84+15=7
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142 3|

(b) A _51.‘—51 10 — 120 =10 —T7i

(c) _5_§2Z fz6 =30 — 120 — (—12i) = 30 — 12 + 12i = 30

(d) 22“ 12_19’:2b+ab—(a—|—ab):2b+ab—a—ab:2b—a
14 a? 2a

(e) I—a 1-a :(1—|—a2)2_ 4a? :1+2a2+a4—4a2
2 1+a (1—a2)2  (1—a2)? (1—a?)?
1—a?2 1-—a?

Komentar:

U nastavku e se pokazati da se svaka determinanta n-tog reda (n > 2) izraCunava primje-

nom Laplaceovog razvoja po bilo kojem njezinom retku ili stupcu - vidi propoziciju 8.44. Pri-
tom se izraCunavanje determinante n-tog reda svodi na izraCunavanje n determinanti (n — 1)-
vog reda, nadalje svaka determinanta (n — 1)-vog reda svodi se izracunavanje n — 2 determi-
nanti (n — 2)-og reda. Postupak se nastavlja sve do dobivanja determinanti treeg reda, gdje se
svaka determinanta treceg reda svodi na izraCunavanje tri determinanti drugog reda od kojih se
svaka rjeSava primjenom formule (11).
Konkretno, za izraCun determinante Cetvrtog reda potrebno je izraCunati (najvise) 12 determi-
nanti drugog reda, a za izraCun determinante petog reda potrebno je izraCunati (najvise) 60
determinanti drugog reda. Opcenito, za izraCun determinante n-tog reda potrebno je izracunati
(najvise) n-(n—1)-(n—2)---4-3 determinanti drugog reda, odakle proizlazi sloZenost i
zahtjevnost izraCuna determinante n-tog reda za relativno mali proizvoljan prirodan broj n.

© Specijalno, samo determinante treceg reda, osim spomenutog Laplaceovog razvoja, mogu
se izraCunati i primjenom Sarrusovog pravila.

Propozicija 8.41 [ Sarrusovo pravilo ]

Neka je zadana determinanta treceg reda:

ai; Qa2 Qi3
a21 A2z A3
a31 aszz 33

Ako determinanti zdesna dopisemo prva dva njezina stupca, onda je determinanta treceg reda
jednaka zbroju produkata elemenata na tzv. glavnim dijagonalama (smjer slijeva na desno)
od kojeg se oduzimaju produkti elemenata na tzv. sporednim dijagonalama (smjer zdesna na
lijevo). Time je:
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ailx Qa2 a3 a11 a2
a21 A2z A23 Q21 Q22 =
ag1 asz Gs3 a31 Aa32

= Q11 (22033 + (1223031 + (13021 A32 — (CL13 Q22 G31 + Q11 Q23 G32 + Q12 A21 (33 )
= 11 Q22033 + Q12 A23 31 + Q13021 A32 — 1302231 — G11 23 A32 — G12 A21 A33-

Primjer 8.42

Primjenom Sarrusovog pravila izraCunajmo determinante treceg reda ako je:

1 2 -1]1 2
@ |2 -1 1]2 -1 ==246+10-(3-5+8 =14—6=8
3 -5 2|3 =5

702 -1 7 2
® | 2 -1 1| 2 -1 =—14—14410—(-7—35+8) = —18+34=16
7 -5 2| =7 -5

Oznadimo s

ay;r Qi ... ... CLlj o Qup
Q21 Ag2 ... ... Q25 ... Q2p
D=\ a1 Q2 ... ... GG ... Qi
Ap1 QAp2 .. ... Qpj ... GOpp

determinantu kvadratne matrice A reda n, gdje je n > 2 proizvoljan prirodan broj.

Definicija 8.43

Svaka determinanta A/;; (n — 1)-vog reda koja se dobiva iz determinante D n-tog reda
(n > 2) izostavljanjem njezinog i-tog retka i j-tog stupca, 1 < i,j < n naziva se minora
(subdeterminanta) elementa a;; determinante D.

Navodimo sljedecu propoziciju bez dokaza.

Propozicija 8.44 [ Laplaceov razvoj determinante po njezinom retku ili stupcu ]

Laplaceov razvoj determinante D n-tog reda po njezinom i-tom retku (1 <i < n)

n

D = > (=1)"ay My

j=1

= (—1)i+1 ;1 Mz‘l + (—1)i+2 ;9 MZ‘Q + -+ (_1)i+n Qin Min (12)
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Jjednak je Laplaceovom razvoju te determinante po njezinom j-tom stupcu (1 < j < n)
D = Z(_l)l‘ﬂ Cl,ij Mz
i=1
= (—1)1+j alj Mlj + (—1)2+j agj ng + -+ (_1)n+j CLnj Mnj‘ (13)

Komentar:

* Primjenom propozicije 8.44 proizlazi da se svaka determinanta izraCunava Laplaceovim
razvojem po bilo kojem njezinom retku ili stupcu, pri ¢emu joj je vrijednost jedinstvena.

Drugim rijeCima, vrijednost determinante ne ovisi o izboru njezinog retka ili stupca po
kojemu vr§imo Laplaceov razvoj te determinante.

* Ponovimo, pozicija svakog elementa a,; determinante n-tog reda jednoznacno je odredena
njegovim indeksima 7 i j (i,7 = 1,2,...,n, n € N), gdje 7 odreduje poziciju retka, a
J poziciju stupca na kojemu se nalazi a;;. Time kaZemo da se element a;; determinante
(n-tog reda) nalazi na poziciji ¢-tog retka i j-tog stupca te determinante.

S druge strane, uzimajuci u obzir da su ¢ i j prirodni brojevi, proizlazi da je njihov zbroj
paran ili neparan prirodan broj. Time dobivamo da se svaki element a;; determinante
(n-tog reda) ujedno nalazi na parnoj ili neparnoj poziciji te determinante.

* Za element a;; determinante (n-tog reda) kazemo da je na:

— parnoj poziciji ako je zbroj ¢ + j njegovih indeksa ¢ 1 j jednak parnom broju,
— neparnoj poziciji ako je zbroj < 4+ 7 njegovih indeksa ¢ i j jednak neparnom broju.
1 akoj =2k
* Primjenom svojstva:  (—1)™ = : OJ_e " zasvaki k € N
—1 akoje m=2k—1

proizlazi da se Laplaceov razvoj (svake) determinante po njezinom retku (stupcu) u for-
mulama (12) 1 (13) izvodi tako da se svaki element a;; nekog retka (stupca) te determi-
nante mnoZzi sa svojom minorom M;; is 1ili —1 ovisno o tome nalazi li se element a;;
na parnoj ili neparnoj poziciji te determinante.

Drugim rijeCima, umnosku a;; M;; elementa a;; s njegovom minorom M;;

© ne mijenjamo predznak ako se element a;; nalazi na parnoj poziciji
(jer u tom sluc¢aju umnoZzak a;; M;; mnozimo s 1),

© mijenjamo predznak ako se element a;; nalazi na neparnoj poziciji
(jer tada umnoZzak a;; M;; mnozimo s —1).

* Navedeni postupak Laplaceovog razvoja determinante po njezinom proizvoljnom retku
(stupcu) nastavlja se do dobivanja minora (subdeterminanti) drugog reda, koje se nadalje
izraCunavaju primjenom formule (11).

Pritom treba napomenuti da se formula (11) dobiva zapravo primjenom Laplaceovog ra-
zvoja po retcima (stupcima) determinante drugog reda. Jasno, u tom sluc¢aju minore ele-
menata determinante drugog reda su odgovarajuée determinante prvog reda.
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Definicija 8.45

Produkt minore 1M;; elementa a;; determinante n-tog reda i broja (—1)"*/ oznaavamo s
A;; 1zovemo algebarskim komplementom ili kofaktorom elementa a;; (determinante n-tog
reda) te piSemo:

Komentar:

Primjenom definicije 8.45 na izraze (12) 1 (13) proizlazi da se Laplaceov razvoj determi-
nante D n-tog reda po njezinom i-tom retku (1 <7 < n) moZe pisati u obliku:

n

D = Zaij Aij
j=1

= ap Ain + a2 Ap + -+ Qi A (14)

i analogno se Laplaceov razvoj determinante D n-tog reda po njezinom j-tom stupcu (1 < j < n)
zapisuje:

i=1
= a1 Arj + ag Agj + -+ ang Ay (15)

© Dakle, determinanta kvadratne matrice A = [a;;], 7,7 = 1,2,...,n reda n izraunava
Laplaceovim razvojem po njezinom ¢-tom retku ili njezinom j-tom stupcu:

det A = a;1 Ay + aio Ajp + -+ - + ain Ay,
arj Arj + agj Agj 4+ -+ anj Ay

gdjeje A;; = (—1)"" M;;, a M;; je minora elementa a;; determinante matrice A za

svaki 1 <i4,7 < n.

Primjer 8.46

a1 Q12 a3
Neka je zadana kvadratna matrica A = | as; a9 aos reda 3.

31 Aaz2 G33

Tada se primjenom formule (12) dobiva da je Laplaceov razvoj determinante matrice A po
njezinom prvom retku oblika:

a1; Qa2 Qi3

21 Q22
detA: 21 Q929 23 = a1

a31 as2

Q21 A23
a31 Aass

Q22 Q23

-+ a13
32 A33

az1 asz G33

= Q11 Q22 A33 — Q11 A23 A32 — Q12 21 A33 + Q12 Qo3 A31 +A13 Qo1 A2 — G132 as31.  (16)
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Analogno, primjenom formule (13) dobiva se sljedeci Laplaceov razvoj determinante matrice
A po njezinom drugom stupcu:

a1x Qa2 Q13

a1 13
det A = 21 Q22 Q23 = —a12

a21 Q23

a31 a3z G33
= —Q12 021 U33+QA12 A3 31+ A2 A11 A33— 22 413 A31 —A32 A1 Q23 +a32 @13 a21.  (17)
Lagano se moze provjeriti jednakost izraza (16) i (17).

Primjer 8.47

Laplaceov razvoj determinante Cetvrtog reda po njezinom prvom retku je oblika:

a11 Qa2 aiz a4
G21 Q22 A23 A4
a31 (32 a3z A34
41 G4z A43 (44

Q22 QA23 Q24 A21 Q23 A4 Q21 A22 Q24 Q21 Q22 (23
= aq1 |G32 (33 Q34| — Q12 |A31 (33 (34| + A13 |A31 A32 Q34| — Q14 |A31 A32  A33] .
g2 A43 A44 aq1 A43 Qg4 Qg1 Qg2 QAq4 aq1 Q42 A43

Pritom dobivene minore elemenata (prvog retka) determinante Cetvrtog reda su zapravo deter-
minante treCeg reda koje se mogu izraCunati primjenom Sarrusovog pravila ili Laplaceovim
razvojem po proizvoljnom retku (stupcu) odgovarajuce determinante treceg reda.

Primjer 8.48

Primjenom Laplaceovog razvoja izraCunajmo sljedece determinante treceg reda:

1 2 -1
-1 1 2 1 2 -1
o34 T a2 e |2
3 =5 2

—1-(—245)—2-(4—3)—1-(-10+3)=3—-2+7=38

(razvoj po prvom retku)

702 —1
® | 2 -1 1 :—7-‘_? _1‘—(—5)-‘; _H+2.‘; _f‘
~7 -5 2

= 7 (2=1)+5-(T+2)+2-(-T—4) = —7+45—-22 =16

(razvoj po tre¢em retku)

Usporedite zadane determinante s determinantama zadanih u primjeru 8.42.
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8.4.2 Svojstva determinanti

U nastavku ¢emo navesti svojstva determinante (n-tog reda, n € N, n > 2). Pritom ¢emo na-
vedena svojstva dodatno objasniti na determinati treceg reda (zadanoj u primjeru 8.42, odnosno
u primjeru 8.48), gdje je:

1 2 -1
2 -1 1]|=8. (18)
3 =5 2

1. Ako u determinanti zamijenimo dva retka (ili dva stupca), onda determinanta mijenja
predznak.

* Konkretno, ako zamijenimo prvi i treci redak u determinanti (18), onda dobivamo:

1 2 -1 3 =5 2
2 -1 1|=—-]2 -1 1],
3 =5 2 1 2 -1
gdje je:
3 =5 2
2 -1 1{=3-1-2)+5-(-2—-1)4+2-(4+1)
1 2 -1

=-3-15+10= -8.

2. Ako sve retke zamijenimo s odgovaraju¢im stupcima (ili obratno sve stupce zamijenimo
s odgovaraju¢im retcima), onda se determinanta ne mijenja (tj. determinanta ne mijenja
predznak).

¢ Konkretno, dobivamo:

1 2 -1 1 2 3

2 -1 1= 2 -1 -5,

3 =5 2 -1 1 2

gdje je:
1 2 3
2 -1 -5|=1-(-245)—-2-(4-5)+3-(2—-1)
-1 1 2
=3+24+3=28.

3. Determinantu mnozimo (realnim ili kompleksnim) brojem A tako da svaki element samo
jednog proizvoljnog retka (stupca) pomnozimo brojem .
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Obzirom na determinantu n-tog navedeno svojstvo moZe se zapisati u obliku:

a1 a2 aiz ... Qip )\'0,11 )\'&12 )\'CL13 )\~a1n
Q21 Q22 G23 ... Q2p a21 a22 Q23 s Q2n
A-| @31 Q32 @33 ... QA3n | = asi asz asz ... Q3n
ap1 QAp2 Ap3 ... Gpp (2251 Qn2 an3 s QAnp,
ajpr  ai2 A a3 ... Qip
21 A22 A- A23 ... QA2p
—|a azx A-ay ... az,
Ap1  Gp2 A Ap3 ... Qpn

Specijalno, za A = 0 dobivamo da je umnoZak svake determinante i nule jednak nuli.

* Konkretno, ako determinantu (18) pomnoZimo s 3, onda dobivamo:

1 2 —1
3-12 -1 1| =3-8=24.
3 =5 2
S druge strane, dobivamo:
1 2 -1 1 2 -1
3-12 —1 1/=]16 -3 3|=1-(-6+15)—-2-(12—-9)—1-(—-30+9)
3 =5 2 3 =5 2
=9—-6+21=24.

4. Ako determinanta ima nul-redak (ili nul-stupac), odnosno ako je svaki element nekog
retka (ili stupca) determinante jednak nuli, onda je determinanta jednaka nuli.

Ako determinanta ima barem jedan nul-redak (nul-stupac), onda se Laplaceovim
razvojem determinante upravo po njezinom nul-retku (nul-stupcu) direktno dobiva
da je ta determinanta jednaka nuli.

S druge strane, nul-redak (nul-stupac) proizvoljne determinante moZemo dobiti tako
da determinantu pomnoZimo s nulom (vidi svojstvo 3 za A = 0).

* Konkretno, ako determinantu (18) pomnoZimo nulom, onda dobivamo determinantu
koja ima jedan nul-redak (nul-stupac):

1 2 -1 0 00
0-12 -1 1|=]2 -1 1
3 =5 2 3 =5
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s druge strane, primjenom Laplaceovog razvoja determinante po njezinom nul-retku
(ili nul-stupcu) dobivamo:

0 00
2 —1 1|=0-(—245)4+0-(4=3)+0-(=10+3)=0.
3 -5 2

5. Determinanta se ne mijenja ako elemente nekog njezinog retka (stupca) pribrojimo odgo-
varaju¢im elementima nekog drugog njezinog retka (stupca).

» Konkretno, ako elemente prvog stupca determinante (18) pribrojimo odgovaraju¢im
elementima njezinog treceg stupca, onda dobivamo:

1 2 -1 1 20
2 -1 1|=[2 -1 3|=1-(=5+15)—2-(10—9)=10—2=38.
3 -5 2 3 -5 5

6. Determinanta se ne mijenja ako elemente nekog njezinog retka (stupca) pomnozimo ne-
kim brojem A i zatim ih pribrojimo odgovaraju¢im elementima nekog drugog njezinog
retka (stupca).

» Konkretno, ako elemente prvog retka determinante (18) pomnozimo s npr. —3 i za-
tim ih pribrojimo odgovaraju¢im elementima njezinog treceg retka, onda dobivamo:

1 2 -1 1 2 -1
2 -1 1|=[2 -1 1|=1-(=5+11)—2-(10—11)40=6+2=38.
3 -5 2 0 —11 5

7. Ako su odgovarajuci elementi dva retka (ili dva stupca) determinante jednaki ili propor-
cionalni, onda je determinanta jednaka nuli.

Primijetimo da svojstvo 7. direktno proizlazi iz svojstva 6. i svojstva 4.

Naime, prema svojstvu 6. ako su odgovarajuci elementi dva retka (ili dva stupca)
determinante jednaki, onda mnoZenjem jednog od ta dva retka (stupca) s —1 1 za-
tim pribrajanjem odgovaraju¢im elementima drugog (od dva jednaka) retka (stupca)
dobiva se nul-redak (nul-stupac) determinante pa primjenom svojstva 4. direktno
proizlazi da je determinanta jednaka nuli.

» Konkretno, neka je zadana determinanta treCeg reda kojoj su elementi drugog i
treceg reda jednaki.
Tada elemente drugog retka zadane determinante moZemo pomnoZiti s —1 1 zatim
ih pribrojiti odgovaraju¢im elementima njezinog treéeg retka, cime dobivamo:

1 2 -1 1 2 -1
2 -1 1|=|2 -1 1/|=0.
2 -1 1 0 0 O
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Ako su odgovarajuéi elementi dva retka (ili dva stupca) determinante proporci-
onalni, gdje je A # 0 koeficijent proporcionalnosti, onda mnozZenjem (dijeljenjem)
jednog od ta dva retka (stupca) s A dobiva se determinanta s dva jednaka retka
(stupca), koja je jednaka nuli.

» Konkretno, neka je zadana determinanta tre¢eg reda kojoj su elementi prvog 1 treceg
stupca proporcionalni s koeficijentom proporcionalnosti jednakim —3.

1 2 =3
2 -1 -6
-3 =5 9

Primijetimo ako elemente prvog stupca pomnozimo s —3 ili ako elemente treCeg
stupca podijelimo s —3, onda dobivamo determinantu kojoj su elementi prvog i
treceg stupca jednaki (pa je determinanta jednaka nuli):

1 2 -3 1 2 1 1 20
2 -1 -6 |=-3- 2 -1 2|=-3 2 -1 0|=-3-0=0.
-3 =5 9 -3 =5 =3 -3 =5 0

U nastavku ¢emo navesti (bez dokaza) svojstva determinanti nekih kvadratnih matrica.

Propozicija 8.49
Neka je A = [a;;], 1 <1i,j <n bilo koja kvadratna matrica reda n. Tada je

det A = det A”.

Propozicija 8.50
Determinanta gornje (ili donje) trokutaste matrice A reda n jednaka je umnosku

11022+ * App,
elemenata njezine glavne dijagonale.

Primjer 8.51
3 2 -1
Neka je zadana gornja trokutasta matrica A= | 0 —4 1 reda 3.
0 0 5

Tada primjenom propozicije 8.50 dobivamo da je det A =3 (—4) -5 = —60.

Primijetimo da se determinanta zadane matrice mogla rijesiti i Laplaceovim razvojem ili Sarru-
sovim pravilom.

Korolar 8.52

Ako je barem jedan element glavne dijagonale gornje (ili donje) trokutaste matrice jednak
nuli, onda je determinanta te matrice jednaka nuli.
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Primjer 8.53
3 2 -1
Nekaje B=|0 0 1 |. TadajedetB = 0.
00 5

Primijetimo da je B gornja trokutasta matrica reda 3 kojoj je jedan element glavne dijagonale
jednak nuli, stoga je:

3 2
detB=|0 0 1|=0.
0 0

Propozicija 8.54

Determinanta dijagonalne matrice A reda n jednaka je umnosku ayyass - - - a,, elemenata
njezine glavne dijagonale.

Korolar 8.55

Determinanta skalarne matrice A reda n jednaka je n-toj potenciji jednog njezinog dijago-
nalnog elementa.

Determinanta jedinic¢ne matrice 1 (bilo kojeg reda n € N) jednaka je broju 1.

Teorem 8.56 (Binet — Cauchy)

Za bilo koje dvije kvadratne matrice A i B istog reda vrijedi:
det (AB) = det A - det B.
Definicija 8.57

Ako je det A # 0, onda kazemo da je A regularna matrica, a u protivnhom da je A
singularna matrica.

Dakle, A je singularna matrica ako je det A = 0.

Jedini¢na matrica I je najjednostavniji primjer regularne matrice, a nul-matrica O je naj-
jednostavniji primjer singularne matrice. Podsjetimo se: detI =1, det O = 0.

Zadatak 8.58

Dokazite da su sljedee matrice

1 92 1 2 3 -3 1 -1 -2 1 2
Al—[25},A2— 2 -1 =1 1|, Az3= 10 11, Ay= 2 1 4
1 3 4 -2 2 3 1 0 —1
regularne i da su sljedece matrice
1 9 4 0 5 1 2 3 2 -5 =2
B1:[24},B2: -2 0 =7, B3=12 3 4], By= 1 -2 0
3 0 =3 3 4 5 -3 7 2
singularne.
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8.5 Inverzna matrica

Definicija 8.59

Neka je A regularna matrica reda n i I jedini¢na matrica reda n.
Inverzna matrica matrice A, u oznaci A ™!, je kvadratna matrica reda n za koju vrijedi:

AATT=ATA=1
Propozicija 8.60

Ako je A regularna matrica, onda postoji jedinstvena inverzna matrica A~' matrice A.

Iz definicije 8.59 proizlazi da je inverzna matrica definirana samo za regularne matrice, dok
za singularne matrice ne postoji inverzna matrica. S druge strane, iz definicije 8.57 proizlazi
da samo kvadratne matrice mogu biti regularne ili singularne, stoga za matrice tipa m X n za
m # n ne postoje inverzne matrice, jer za takve matrice nije definirana determinanta.
Nadalje, iz propozicije 8.60 proizlazi da za svaku regularnu matricu A postoji jedinstvena
(to¢no jedna) inverzna matrica A~
Drugim rijeCima, ne postoji viSe razlicitih inverznih matrica matrice A.
Dokaz jedinstvenosti inverzne matrice:

Pretpostavimo da postoje dvije inverzne matrice B i C matrice A.

Tada primjenom definicije 8.59 slijedi:

AB=BA=1 N AC=CA=L

Mnozeé¢i A B =1 slijeva s matricom C dobivamo:

C(AB)=CI = (CA)B=C = IB=C = B=C.

Analogno, mnoZze¢i B A =1 zdesna s matricom C dobivamo:
(BA)C=IC = B(AC)=C = BI=C = B=C.
Dakle, iz pretpostavke da su B i C dvije inverzne matrice matrice A, proizlazi da su one jed-
nake. Time je dokazana jedinstvenost inverzne matrice.

Pritom se koristilo svojstvo asocijativnosti mnoZenja matrica i svojstvo neutrala jedini¢ne ma-
trice I reda n u odnosu na mnozenje kvadratnih matrica reda n.

Propozicija 8.61
Neka su A i B bilo koje dvije regularne matrice. Tada vrijede sljedeca svojstva:
. (A H)'l=A

1
2. (AA)= 1 At za svaki A € R\{0}

3. (AT =A™

4. (AB)'=B'A"!
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8.5.1 Izracunavanje inverzne matrice

Propozicija 8.62
Neka je A = [a;), 1,7 =1,2,...,n regularna matrica reda n.

Inverzna matrica A=* matrice A izracunava se primjenom formule:

C Ay Ao Ay AL ]
A21 AQQ A2j A2n

1 : . . . . . .
Am A o Ay A

Podsjetimo se, A;; = (—1)"M,;; zasvaki 1<14,j <n,
M;;  je minora (subdeterminanta) elementa a;; determinante matrice A
(dobiva se iz det A izostavljanjem njezinog i-tog retka i j-tog stupca).

Primjer 8.63
Odredimo inverzne matrice matrica
1 2 3 -3 1 -1
(@) A=12 3 4|, (b) B= 10
3 4 5 -2 2 3
Rjesenje:

(a) Najprije treba provjeriti postoji li inverzna matrica matrice A, odnosno je li det A # 0,
stoga izraCunajmo najprije njenu determinantu. Koriste¢i Laplaceov razvoj determinante
matrice A po njezinom prvom retku, dobivamo:

12 3
detA=]2 3 4|=1-(15—-16)—2-(10—12)+3-(8—9)=—1+4—-3=0,
345

gdje su u zagradama izracunate odgovarajuce minore elemenata prvog retka determinante
matrice A. Dobili smo da je det A = 0, odakle proizlazi da je A singularna matrica.
Zaklju¢ujemo da za zadanu matricu A ne postoji inverzna matrica A",

(b) Izratunajmo najprije determinantu matrice B, primjenom Laplaceovog razvoja determi-
nante matrice B po njezinom drugom stupcu:

31 -1
detB=| 1 0 1|=(=1)-(3+2)—2-(-3+1)=-5+4=—1#£0.
—2 2 3
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Dobili smo da je det B # 0, stoga je B regularna matrica pa postoji inverzna matrica
B! matrice B.

Izracunajmo sada algebarske komplemente B;; elemenata b;; determinante matrice B za
svaki 7,7 = 1,2, 3. Primjenom prethodno navedene formule proizlazi:

B’L] = (—1)Z+]MZJ za svaki 'l,j - 17 2737

stoga dobivamo

01 1 -1 1 -1
Bu=(1°%, 4 ‘ =2 Ba=(Uy ‘ - P = (_1)4’ 0 1 ’ -
1 1 -3 -1 -3 -1
By = (—1)3 5 3’:_5 Boy = (—1)* 5 3‘:—11 B3y = (—1)° L1 ’:2
1 0 -3 1 -3 1
Bis= (=D, ‘:2 Bas = (C1°] 5 ‘:4 Bas= (1)) ‘:_1
pa primjenom formule (19) slijedi:
L2 s 2] -2 -5 1
B—lz—1 -5 —-11 4| =—-| -5 —-11 2
N 1 2 —1 2 4 —1
2 5 -1
Timeje B! = 5 11 =2 invezna matrica zadane matrice B.
-2 —4 1

8.5.2 Gauss-Jordanova metoda za racunanje inverzne matrice
Inverznu matricu neke regularne matrice mozemo izracunati i primjenom Gauss-Jordanove
metode za raCunanje inverzne matrice.

Prije detaljnijeg objaSnjenja Gauss-Jordanove metode za raCunanje inverzne matrice, objasnit
¢emo elementarne transformacije nad retcima (stupcima) neke matrice i pojam nadopunjene
matrice. Pritom matrica ne mora biti nuZno kvadratna matrica, ve¢ moZze biti i tipa m X n za
m # n.

Definicija 8.64

Nad retcima ili stupcima neke matrice mogu se izvesti sljedece transformacije

1. zamjena bilo kojih dvaju redaka (stupaca) matrice,
2. mnoZenje bilo kojeg retka (stupca) matrice sa skalarom (brojem) razli¢itim od nule,

3. zbrajanje bilo kojih dvaju redaka (stupaca) matrice

koje nazivamo elementarnim transformacijama.
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Navedimo da se svojstva 2. i 3. najcesSée koriste zajedno tako da se neki redak (stupac)
matrice pomnoZi s brojem razliitim od nule i zatim se tako dobiveni redak (stupac) pribroji
nekom drugom retku (stupcu) te matrice.

¢ Svakom se elementarnom transformacijom nad retcima ili stupcima neke matrice A =
lai;] (proizvoljnog tipa m X n), matrica A svodi na jednostavniju (reduciranu) matricu
B = [b;;] istog tipa (m x n) za koju kaZzemo da je ekvivalentna matrici A i piSemo:
A ~ B.

Pritom je ~ (relacija evivalentnosti matrica) na skupu M,,,,, svih matrica tipa m x n definirana
na sljedeci nacin:

(VA,Be M,,,) A~B akoisamo ako se matrica B dobiva nekom elementarnom
transformacijom nad retcima (stupcima) matrice A.

Pokazuje se da relacija evivalentnosti matrica zadovoljava svojstva refleksivnosti, simetri¢nosti i
tranzitivnosti na skupu M,,,,, stoga je ona ujedno i relacija ekvivalencije na skupu svih matrica

U nastavku Ce se promatrati matrice tipa m X n za m = n, odnosno kvadratne matrice reda n.

Definicija 8.65

Nadopunjena matrica kvadratne matrice A redan je matrica tipa n x 2n koju oznacavamo:
[A | I] idefiniramo:

aiyp a1 ... Qip ’ 1 0 ... 0
ag1 @22 ... QA2pn ’ 01 ... 0

(A 1] = : : 2 ' (20)
Apl Gp2 oo Qun | 0 0 ... 1

Dakle, nadopunjena matrica kvadratne matrice A reda n je matrica sastavljena od matrica A i
I, gdje je I jedini¢na matrica reda jednakog redu matrice A.

Ako pretpostavimo da je A regularna matrica reda n, onda postoji jedinstvena inverzna
matrica A~! matrice A (vidi propoziciju 8.60).

Iz Cinjenice da je A~! kvadratna matrica reda n, slijedi da je ona ulancana s nadopunje-
nom matricom [A | I] tipa n x 2n, stoga je definiran produkt matrica A~'i [A | I].
Primjenom definicije za mnoZenje matrica kao i svojstva: A™' A =1, AT = A1,

ako nadopunjenu matricu [A | I] pomnoZimo slijevas A~', onda dobivamo:
ATV AT =[ATTAJATL I = [T AT, (21)

Jasno, [I| A™!] je nova nadopunjena matrica tipa n x 2n sastavljena od matricaTi A,
gdje je I jedini¢na matrica reda jednakog redu matrice A, odnosno redu matrice A 1.

Primijetimo da izraz (21) ima smisla jedino ako je A regularna matrica. Izraz (21) nije definiran
u slucaju kada je A singularna matrica, jer za singularnu matricu ne postoji inverzna matrica.
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Objasnimo sada Gauss-Jordanovu metodu za raCunanje inverzne matrice.

¢ U Gauss-Jordanovoj metodi za ratunanje inverzne matrice A~! matrice A reda n koristi
se nadopunjena matrica [A | I] (tipa n x 2n) nad ¢ijim se retcima primjenjuju ele-
mentarne transformacije do dobivanja nove nadopunjene matrice oblika [I | A~!] koja
¢e u svom lijevom dijelu sadrzavati jedini¢nu matricu I (reda n). Pritom se u desnom
dijelu tako dobivene matrice [I| A~'] dobiva inverzna matrica A~! matrice A - vidi
primjer 8.66.

Primjenjivanjem elementarnih transformacija nad retcima nadopunjene matrice [ A | I]
dobivaju se matrice koje su ekvivalentne nadopunjenoj matrici [A | I], stoga je:

AT~ [T]A7].

Napomena:

Prije nego li zapo¢nemo s postupkom primjenjivanja elementarnih transformacija nad ret-
cima nadopunjene matrice [A | I] bilo bi poZeljno ispitati regularnost matrice A, odnosno treba
provjeriti je li det A # 0.

Ponovimo, ako dobijemo da je det A = 0, onda zaklju¢ujemo da je A singularna matrica za
koju ne postoji inverzna matrica A !, stoga nije potrebno primijeniti prethodno opisanu Gauss-
Jordanovu metodu za raCunanje inverzne matrice.

S druge strane, ako se ipak primijeni Gauss-Jordanova metoda za raCunanje inverzne matrice
u slucaju kada je A singularna matrica, onda se primjenom elementarnih transformacija nad
retcima nadopunjene matrice [ A | I'| dobiva nadopunjena matrica koja u svom lijevom dijelu
sadrzi barem jedan nul-redak (ili nul-stupac) - vidi primjer 8.66.

Primjer 8.66
Gauss-Jordanovom metodom odredimo inverzne matrice matrica
-3 1 -1 1 2 3
(a) B= 1 0 1], by A=1]2 3 4
-2 2 3 3 4 5

Rjesenje:

(a) IzraCunavanjem determinante matrice B dobivamo:

-3 1 -1
detB=| 1 0 1|=-1+#0,
—2 2 3

vidi primjer 8.63 pod (b), stoga je B regularna matrica pa postoji B!,

Obzirom na zadanu matricu B, nadopunjena matrica [B | I] (tipa 3 x 6) je oblika:

31 -1 100
BI]=| 10 1]010 (22)
22 3001
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Nad retcima nadopunjene matrice (22) primjenit ¢emo sljedece elementarne transforma-
cije sve do dobivanja nove nadopunjene matrice koja ¢e u svom lijevom dijelu sadrzavati
jedini¢nu matricu I reda 3. Pritom dobivamo sljedece matrice ekvivalentne nadopunjenoj
matrici (22):

-3 1 -1 1] 100
(B|I]= 10 1010
| 22 3|00 1]
[ 10 1|01 0]
~|1-31—-11] 100 (zamjena prva da retka)
| -2 2 3|00 1]
[ 101 1] 010
~ 012 ] 130 (prvi redak pomnozen s 3 i dodan drugom retku)
-2 2 3 [ 001
101|010
~1012 1] 130 (prvi redak pomnoZen s 2 i dodan treCem retku)
025|021
(1 01| 0 10
~10 1 2 | 1 30 (drugi redak pomnoZzen s —2 i dodan tre¢em retku)
(001 | -2 —4 1
(101 ] 0 1 0]
~10 10 ] 5 11 =2 (treci redak pomnoZen s —2 i dodan drugom retku)
001 | -2 -4 1]
1.0 0 | 5 —1 ]
~10 10 ] 5 11 =2 (tre¢i redak pomnozen s —1 i dodan prvom retku).
001 | -2 -4 1

Dakle, dobili smo novu nadopunjenu matricu oblika [I | B~! ] koja u svom lijevom dijelu
sadrZi jedini¢nu matricu I reda 3, a u svom desnom dijelu traZenu inverznu matricu B~*
matrice B. Time je

2 5 —1
B! = 5 11 =2
-2 —4 1

(b) Izratunavanjem determinante matrice A dobivamo:

1
det A = | 2 =0,
3

N
Ot = W

vidi primjer 8.63 pod (a), stoga je A singularna matrica pa ne postoji A~'.
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S druge strane, obzirom na zadanu matricu A, nadopunjena matrica [ A | I] (tipa 3 x 6)
je oblika:

| 1

| 0
| 0

Primjenom elementarnih transformacija nad retcima matrice [ A | I| dobivamo:

1
[AT]=] 2
3

= W N
Tt = W
S = O
— o O

123100
[AJI]=]12 3 4| 010
| 345|001
1 2 3| 10 0]
~10 -1 -2 | =2 10 (prvi redak pomnozen s —2 i dodan drugom retku)
|3 4 5| 001
1 2 3| 10 0]
~10 -1 =2 | =210 (prvi redak pomnoZen s —3 i dodan tre¢em retku)
|0 -2 —4 | =3 0 1
1 2 3| 1 00
~10 -1 =2 ] =2 10 (drugi redak pomnoZzen s —2 i dodan tre¢em retku).
|0 0 o0 | 1 =21
~(CIp]

Pritom smo dobili novu nadopunjenu matricu oblika [ C | D | koja u svom lijevom dijelu
sadrzi kvadratnu matricu

1 2 3
C=|0 -1 -2
0 0 O

reda 3. Primijetimo da je treci redak matrice C nul-redak, stoga se nijednim daljnjim ele-
mentarnim transformacijama nad retcima nadopunjene matrice [C | D | ne moZe dobiti
jedini¢na matrica na mjestu matrice C.

Time zakljucujemo da ne postoji inverzna matrica matrice A, odnosno da je A singularna
matrica.
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8.6 Matricne jednadzbe

Neka je zadana kvadratna matrica A reda n i matrice B i C takve da je
B = [b;;]F matrica tipa n x k, C = [¢;;], matrica tipa m X n.

n

Nadalje, neka su zadane matri¢ne jednadzbe:
AX =B, (23)

YA=C. (24)
Na prirodan nac¢in namece se pitanje moze li matri¢na jednadzba (23) imati jedinstveno rjesenje

X i analogno moZe li matri¢na jednadzba (24) imati jedinstveno rjesenje Y.

Sljede¢om propozicijom daju se odgovori na postavljena pitanja: X, odnosno Y bit ¢e rjeSenja
jednadzbe (23), odnosno (24) jedino ako je A regularna matrica, odnosno ako je det A # 0.
Propozicija 8.67

Ako je A regularna kvadratna matrica reda n i B matrica tipa n x k, onda matricna
jednadzba A X = B ima jedinstveno rjefenje X = A~ B.
Ako je A regularna kvadratna matrica reda n i C matrica tipa m X n, onda matricna

jednadzba Y A = C ima jedinstveno rjesenje Y = C A71,

* Neka je A regularna kvadratna matrica reda n, B matrica tipa n X k i neka je zadana
matri¢na jednadzba:

AX =B.
Ako tu jednadZbu pomnoZimo slijeva matricom A~!, onda dobivamo:
A (AX)=A"'B
(AT'TA) X=A"'B
odakle proizlazi: X = A~!'B.
Pritom se koristilo svojstvo asocijativnosti mnoZenja matrica i svojstva:
ATA=1 1IX=X

Lako se vidi da je X matrica tipa n X k.

* Neka je A regularna kvadratna matrica reda n, C matrica tipa m X n i neka je zadana
matri¢na jednadzba:

YA=C.
Ako tu jednadZbu pomnoZzimo zdesna matricom A !, onda dobivamo:
(YA)A'=CA™!
Y (A A‘l) =CA™!
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odakle proizlazi: Y = CA~!, gdjeje Y matrica tipa m x n.
Pritom se koristilo svojstvo asocijativnosti mnoZenja matrica i svojstva:
AA-1 =1 YI=Y.

Primjer 8.68

Rijesimo sljede¢u matri¢nu jednadzbu A X B = C ako su zadane matrice
3 —1 5 6 14 16
S B S RS b
Rjesenje:
Obzirom na prethodno navedeno, rjeSenje zadane matrine jednadzbe biti e matrica X,

jedino ako prije toga pokazemo da su A i B regularne matrice. U protivhom ako je A ili B
singularna matrica, onda zadana matri¢na jednadzba nema rjesenja.

det A = g :; ‘ =—06+5=-1 A je regularna matrica, stoga postoji A1
5 6 . . P
det B = 78| = 40 — 42 = =2 B je regularna matrica, stoga postoji B7".

Dakle, zadana matri¢na jednadzba ima jedinstveno rjesenje X.

Ako zadanu jednadZbu pomnoZimo slijeva matricom A~! i zdesna matricom B~!, onda se

dobiva:
(A‘1 A) X (B B‘l) =A"'CB}

odakle proizlazi: | X = A~'CB~!

Y

pri ¢emu se primijenilo svojstvo da je produkt matrice s njezinom inverznom matricom jednak
jedini¢noj matrici koja je neutralni element u odnosu na mnoZenje matrica.

Izra¢unajmo sada inverzne matrice A~! i B~! primjenom formule (19).

3 —1 1 [ Ay Ap 1"
A. — Af]_ — 11 12
© [ 5 —2 } ’ det A [ Agr A |

1z AZ] = (-1)Z+]MZJ za svaki Z,] = 1, 2 Sll_]edl

Apn=(-1)?(-2)=-2  An=(-10°-(-1)=1

AlZ—(_1)3'5—_5 A22—<—1)43—3
. 1 [-2 —57" -2 1
—1 - _
stogaje A —_1[ 1 3] [_5 3]

2 —1
-1 _
odnosno A~ = { 5 _s3 } .
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5 6 - 1 [ By Byl
B = . Bl= _—_
© l? 8} detB[le By | 7

iz By = (—1)""M,; zasvaki i,j = 1,2 slijedi:
By = (-1)*-8=38 By = (—1)*-6
B = (-1)*-7=-7 By = (-1)*-5

1 s 71" 1] 8 —6
. -1 _ - _ =
stogaje B _—2[—6 } 2[_7 5]
1 8 —6
-1 _ _*
odnosno B7 = 2{_7 }
Time iz X = A"'CB~! dobivamo:
«_[2 1] [116] (N[ 8 -6
|5 =3 9 10 2 -7 5

L mmg s ]

—6
)

ot

ot

2 | 43 50 -7 5
I R
2 | -6 =8’
[ 1

stoga je kadratna matrica X =

3 4 1 reda 2 rjeSenje zadane matri¢ne jednadzbe.

8.7 Rang matrice

Prije definiranja ranga matrice potrebno je definirati pojmove linearne zavisnosti i linearne
nezavisnosti redaka (stupaca) bilo koje proizvoljne matrice tipa m X n, gdje prirodni brojevi m
i n mogu ali ne moraju biti jednaki.

Definicija 8.69

KaZemo da je skup redaka (stupaca) neke matrice A (tipa m X n) linearno zavisan ako se
primjenom elementarnih transformacija nad retcima (stupcima) matrice A moze dobiti ekviva-
lentna matrica kojoj su svi elementi barem jednog retka (stupca) nule.

KaZemo da je skup redaka (stupca) neke matrice A (tipa m x n) linearno nezavisan ako
nije linearno zavisan.

Dakle, skup redaka ili skup stupaca neke matrice proizvoljnog tipa je linearno zavisan ako se
primjenom elementarnih transformacija nad retcima ili nad stupcima te matrice dobiva ekvi-
valentna (jednostavnija) matrica koja sadrzi barem jedan nul-redak ili barem jedan nul-stupac.
Pritom je dobivena matrica ekvivalentna matrici A.

Ponovimo, elementarnim transformacijama nad retcima ili stupcima neke matrice A dobivaju
se ekvivalentne jednostavnije matrice (istog tipa ili reda) koje su ekvivalentne matrici A. Pod
elementarnim transformacijama podrazumijeva se:
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© zamjena bilo koja dva retka (stupca) matrice ili
© mnoZenje bilo kojeg retka (stupca) brojem razli¢itim od nule ili
© zbrajanje bilo koja dva retka (stupca) matrice.

Definicija 8.70

Rang matrice A oznaava se s (A) i definira kao najveci broj linearno nezavisnih redaka
matrice A. Rang nul-matrice jednak je nuli.

Teorem 8.71

Za svaku matricu vrijedi da je najveci broj njezinih linearno nezavisnih redaka jednak
najvecem broju njezinih linearno nezavisnih stupaca.

Posljedica teorema je sljedeci korolar:

Korolar 8.72
(i) Za svaku matricu A vrijedi r(A) = r(AT).
(it) Akoje A = [a;;] matricatipa m xn, gdje je m # n, ondaje 0 < r(A) < min{m,n}.
Specijalno, ako je m = n, ondaje 0 <r(A) <n.
Ponovimo, ako je m = n, onda je A kvadratna matrica reda n.

Propozicija 8.73

Ako su dvije matrice ekvivalentne, onda one imaju isti rang.

Dakle, za matrice A = [a;;] i B = [b;;] istog tipa m x n, gdje prirodni brojevi m i n mogu,
ali ne moraju biti jednaki, vrijedi:

A~B = r(A)=rB).

Obrat ne vrijedi, odnosno iz jednakosti ranga dviju matrica ne proizlazi da su one ujedno i
ekvivalentne matrice.

Ponovimo, kvadratna matrica A = [a;;] i,j = 1,2,...,n reda n moZe biti regularna ili
singularna.

Navedimo tvrdnje (bez dokaza) koje vrijede za regularne i singularne matrice:

Propozicija 8.74
Ako je A regularna matrica reda n, onda je:
o det A #0,
o sviretci (stupci) matrice A su linearno nezavisni,

o 1(A) =n (rang regularne matrice jednak je redu te matrice).
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Propozicija 8.75
Ako je A singularna matrica reda n, onda je:
o detA =0,
o neki retci (stupci) matrice A su linearno zavisni,

o 0<r(A) <n (rang singularne matrice jednak je nenegativnom cijelom broju
koji je strogo manji od reda te matrice).

Primjer 8.76
1 -1 0 2
Odredimo rang matrice A= |2 —-1 1 3
1 2 3 -1
Rjesenje:

Zadana matrica je tipa 3 x 4. Nadalje, min{3,4} = 3, stoga primjenom korolara 8.72
proizlazi: 0 < r(A) < 3.

Pri odredivanju ranga zadane matrice A potrebno je provijeriti koliko najviSe linearno nezavisnih
redaka (ili stupaca) ima matrica A, gdje primijenjujemo elementarne transformacije nad retcima
(ili stupcima) matrice A.

Za zadanu matricu, efikasnije je primjenjivati elementarne transformacije nad njezinim retcima,
jer matrica A ima manje redaka od stupaca.

Ako prvi redak matrice A pomnoZimo s —2 i dodamo njezinom drugom retku i ako prvi redak
matrice A pomnozimo s —1 i dodamo njezinom tre¢em retku, onda dobivamo:

1 -1 0 2 1 -1 0 2
A=|2 -11 3|~(0 11 —-1|=8B.
1 2 3 -1 0 3 3 -3

Nadalje, ako drugi redak matrice B pomnoZimo s —3 i dodamo njezinom treem retku, onda
dobivamo:

1 -1 0 2 1 -1 0 2 1 -1 0 2
A={2 -11 3|~]0 11 -1(~0 11 —-1]=C
1 2 3 -1 0 3 3 =3 0 00 O

Zakljucujemo da matrica C ima dva linearno nezavisna retka, jer se nijednim elementarnim

transformacijama nad retcima matrice C ne moze dobiti jos jedan nul-redak u matrici C, stoga
je r(C) = 2.

Primjenom propozicije 8.73 iz ekvivalentnosti matrica A i C proizlazi da je r(A) = r(C),
stoga je: r(A) = 2.

Iz dobivenog zaklju¢ujemo da zadana matrica A ima najvise dva linearno nezavisna retka.

Za vjezbu, elementarnim transformacijama nad stupcima matrice A, dokazite da matrica A
ima najvise dva linearno nezavisna stupca.
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Primjer 8.77
0 4 =2
Odredimo rang matrice A = 1590
-2 1 2
0 -2 1

Rjesenje:
Matrica A je tipa 4 x 3, stogaje: 0 < r(A) < 3 (jerjeiz min{4,3} = 3). Odredimo r(A).

Primijetimo da matrica A ima manje stupaca od redaka, stoga je efikasnije primjeniti elemen-
tarne transformacije nad njezinim stupcima.

Ako treci stupac matrice A pomnozimo s 2 i dodamo njezinom drugom stupcu, onda dobivamo
matricu B kojoj drugi stupac mnozimo s % te dobivamo matricu C

0 4 —2 00 —2 00 —2

5 5 0 155 0 51 0
A=1 5 1 9|~ 25 2|~ 21 2|7

0 —2 1 00 1 00 1

Lako se vidi da su svi stupci matrice C linearno nezavisni, jer se nijednim elementarnim tran-
sformacijama nad stupcima matrice C ne moZe dobiti nijedan nul-stupac u matrici C.

Dakle, iz ekvivalentnosti matrica A i C proizlazi: r(A) = r(C) = 3, odnosno r(A) = 3.

Primjer 8.78
-1 2 1
Odredimo vrijednosti skalara A € R tako da rang matrice A = 2 A —2 | bude
3 —6 -3

jednak broju 1.
Rjesenje:

Primijetimo da su prvi i treéi stupac kvadratne matrice A proporcionalni, pri ¢emu je ko-
eficijent proporcionalnosti jednak —1, Sto ima za posljedicu da su prvi 1 trei stupac matrice

A linearno zavisni. Time je efikasnije primijeniti elementarne transformacije nad stupcima
matrice A.

Dakle, ako prvi stupac matrice A dodamo njezinom treem stupcu, onda dobivamo matricu B
(ekvivalentnu matrici A) kojoj je treci stupac nul-stupac:

-1 2 1 -1 20
A= 2 N =2 |~ 2 X 0| =B
3 —6 —3 3 —6 0

Nadalje, ako prvi stupac matrice B pomnoZimo s 2 i dodamo njezinom drugom stupcu, onda
dobivamo matricu C ekvivalentnu matrici B, a time ekvivalentnu i matrici A

-1 2 1 -1 20 -1 0 0
A= 2 N =2 |~ 2 A 0|~ 2 4+X 0| =C
3 -6 -3 3 =6 0 30 0
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odakle proizlazi: r(A) =r(C).

Iz Cinjenice da je matrica A ekvivalentna matrici C koja se sastoji od jednog nul-stupca, za-
klju¢ujemo da ¢e rang matrice A biti manji ili jednak od 2 - vidi propoziciju 8.75.

Dakle, sa sigurnos¢u moZemo reci da ¢e rang matrice A biti jednak 2 ili eventualno 1, Sto ¢e
ovisiti o vrijednosti realnog broja (skalara) A € R.

Razlikujemo sljedeca dva slucaja:

1. akoje 4+ A =0, odnosno A = —4, onda matrica C ima dva nul-stupca, stoga je:

2. akoje 4+ X\ # 0, odnosno \ # —4, onda matrica C ima samo jedan nul-stupac, stoga
je:
r(A)=r(C) =2.

ZakljuCujemo, rang zadane matrice A jednak je jedan ako je A = —4. U protivnom, za svaki
A € R\{—4} rang matrice A jednak je dva.
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9 Sustavi linearnih jednadzbi

Problem rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi jedan je od najvaZnijih problema linearne
algebre. Sustavi linearnih jednadzbi 1 njihovo rjeSavanje su najvecim dijelom povezani s matri-
cama 1 matri¢nim racunom, Sto ¢e detaljnije biti obrazloZeno u ovom poglavlju.

Definicija 9.1

Sustav linearnih jednadzbi, odnosno sustav m linearnih jednadzbi s n nepoznanica, gdje
su m 1 n proizvoljni prirodni brojevi, zapisujemo u obliku:

a11T1 + 12T+ ...+ a,x, = b
a21x1+a22x2+...+a2nxn = bg

(25)
A1 L1+ G2 To + ...+ QG T = b,

gdje su a;; i b; skalari (zadani realni brojevi), a x; nepoznanice sustava linearnih jednadZzbi
(25) zasvaki 1 =1,2,...,m, j=1,2,... n.

Pritom skalare a;; nazivamo koeficijentima, a b, slobodnim koeficijentima sustava linearnih
jednadzbi (25).

Specijalno, ako je b; = 0 za svaki 7 = 1,2,...,m, onda kazemo da je sustav (25) homogen,
a u protivnom da je on nehomogen sustav linearnih jednadzbi.

Definicija 9.2
Kazemo da je sustav linearnih jednadzbi (25) rjesiv (konzistentan ili mogu¢) ako postoji
barem jedna n-torka brojeva (vy,7s,...,7,) takva da vrijedi:
ap 1+ @G22 + -t Qi Yo = by (26)
zasvaki i =1,2,... m. Pritom se uredena n-torka brojeva (71,72, ...,7,) naziva rjeSenjem

sustava linearnih jednadzbi (25).

U protivnom kazemo da je sustav linearnih jednadzbi (25) nerjeSiv (kontradiktoran ili nekon-
zistentan ili nemoguc).

Primijetimo da je rjeSenje sustava linearnih jednadzbi (25) zapravo svaka uredena n-torka
relnih brojeva (71,72, .. .,7.) koja zadovoljava sve jednadzbe (26) sustava (25).
Definicija 9.3
Svaki rjesiv sustav linearnih jednadZbi moZe imati jedinstveno rjesenje ili beskonacno mnogo
rjesenja.
Rjesiv sustav linearnih jednadzbi (25) ima jedinstveno rjeSenje (jednoznacno odredeno rjesenje)

ako 1 samo ako postoji tocno jedno rjeSenje tog sustava.

U protivnom rjesiv sustav linearnih jednadzbi (25) ima beskona¢no mnogo rjeSenja.
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Dakle, obzirom na egzistenciju rjeSenja sustava linearnih jednadzbi razlikujemo sljedece
slucajeve:
1. rjeSiv sustav

1.a) sustav ima jedinstveno rjeSenje,
1.b) sustav ima beskonacno mnogo rjesenja

2. nerjeSiv sustav (kontradiktoran sustav, odnosno sustav nema rjeSenja).

Primjer 9.4
Odredimo rjesenja sljedecih sustava ako je:
1+ 21’2 = 8 T+ T3 = =2
(a) -1+ = 1 (b) r1—r2+wy = —3
T — 21’2 = 4 X1 — 2$2 = 4
(C) —21‘1 + 41’2 = -3 (d) —2%1 + 41‘2 = =8

Rjesenje:
(a) Obzirom na predznanje iz srednje $kole, znamo da se zadani sustav linearnih jednadzbi
T+ 225 = 8
—r1+x9 = 1
moZe rijesiti metodom supstitucije ili metodom suprotnih koeficijenata.

Koristit cemo metodu suprotnih koeficijenata. Dakle, ako zbrojimo jednadzbe zadnog sustava,
onda dobivamo: 3zs = 9, odakle dijeljenjem s 3 slijedi: x5 = 3.

Nadalje, uvrStavanjem x, = 3 u prvu jednadZbu zadanog sustava, proizlazi: z; = 2.

Time smo dobili da je zadani sustav rjesiv s jedinstvenim rjeSenjem x; = 2, x5 = 3.

Pritom kaZemo da je uredeni par (2, 3) jedinstveno rjesenje zadanog sustava.

(b) Primjenom metode supstitucije na prvu jednadzbu sustava

T+ 23 = =2
Ty — To + r3 = -3
dobiva se: x; = —x3 — 2, Sto uvrStavanjem u drugu jednadzbu povlaci da je:

—r3 — 2 — x9 + 23 = —3, odakle je: x5 = 1.

Dakle, dobili smo da je vrijednost nepoznanice - jednaka jedan i da vrijednost nepoznanice
21 ovisi o izboru vrijednosti nepoznanice 3 koja moZe biti bilo koji realan broj.

Ako uvedemo supstituciju x3 = «, gdje je a € R, onda je:
rn=—a—2, wx;=1 x3=a zasvaki a € R.

Time je zadani sustav rjeSiv 1 ima beskonacno mnogo rjeSenja: sve uredene trojke oblika
(—a—2,1,a), a € R.

19
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(c¢) Primjenom metode supstitucije na prvu jednadzbu sustava

r1— 29 = 4
—2$1+4$2 = -3

dobiva se: x; = 2x5 + 4, Sto uvrStavanjem u drugu jednadZzbu povlaci da je:
—4xy — 8 + 4xy = —3, odakle slijedi: 0 = 5 Sto je zapravo laz (kontradikcija).

ZakljuCujemo da je zadani sustav nerjesiv, odnosno kontradiktoran sustav.

(d) Primjenom metode supstitucije na prvu jednadzbu sustava

T — ZZEQ = 4
—2l‘1 -+ 4562 = =8
dobivase: x; = 2x5 + 4, Sto uvrStavanjem u drugu jednadzbu povlaci: —4zy — 8 4+ 4o = —8,

odakle sljjedi: 0 = 0.

Primijetimo da se identitet 0 = 0 moZe pisati u obliku jednadzbe 0 - 2o = 0
kojoj su rjeSenja svi realni brojevi x5 € R.

U ovom slucaju se zadani sustav (dviju jednadZbi s dvije nepoznanice z; 1 z2) sastoji od dviju
proporcionalnih jednadzbi, stoga se iz jedne od zadanih dviju jednadzbi izrazava jedna nepoz-
nanica pomoc¢u druge te dobivamo:

331:2.1'2—{—4, $2€]R.
Uvodenjem supstitucuje x5 = o, o € R slijedi:
r1=2a+4, xo=a zasvaki a € R.

Zadani sustav je rjesiv i ima beskona¢no mnogo rjesenja, sve uredene parove oblika (2« + 4, «v),
a e R

Napomena:

Pretpostavimo da su prirodni brojevi m 1 n jednaki.

Tada imamo sustav n linearnih jednadZzbi s n nepoznanica >

ann T+ apexy+ ... +amr, = b
A1 L1+ A%y + ...+ a2, x, = ba o7
Qn1 T1 + A2 x2‘+ oot apmxr, = b,
koji se moze zapisati u obliku matri¢ne jednadZzbe:
AX=B (28)

Jsustav sastavljen od jednakog broja jednadzbi i nepoznanica

120
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gdje je:
ay;; a1 ... Qaip I b1
ag21 Q29 ... QdAgpn T bg
A= . X = . B=
Anl Qp2 .. Qpp Tn by,

pri ¢emu se A naziva matrica sustava, X matrica nepoznanica, a B matrica slobodnih
koeficijenata sustava linearnih jednadzbi (27).

Pritom se rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi (27) svodi na rjeSavanje odgovarajuce matri¢ne
jednadzbe oblika (28).

Podsjetimo se, matri¢na jednadzba A X = B imat ée jedinstveno rjeSenje X = A~!'B
jedino ako je A regularna matrica, odnosno ako je det A # 0.

Time vrijede sljedece dvije tvrdnje.

o Ako je matrica sustava linearnih jednadzbi (27) regularna matrica, onda matri¢na jed-
nadzba (28) ima jedinstveno rjeSenje X = A~!B, stoga i sustav linearnih jednadzbi
(27) ima jedinstveno rjeSenje, n-torku brojeva (1, s, ..., x,) Ciji su elementi ujedno
elementi matrice nepoznanica.

o Ako je matrica sustava linearnih jednadzbi (27) singularna matrica, onda treba provesti
dodatna ispitivanja, jer u ovom slu€aju zadani sustav moze biti ili nerjeSiv (kontradikto-
ran) ili rjesiv s beskona¢no mnogo rjesenja.

Napomena:

¢ Matri¢nom jednadzbom oblika (28) mogu se rjeSavati samo sustavi linearnih jednadzbi
koji imaju jednak broj jednadZzbi i nepoznanica i ¢ija je matrica sustava regularna.

Dakle, matricnom jednadZbom oblika (28) ne mogu se rjeSavati sustavi m linearnih jed-
nadZbi s n nepoznanica za n # m, jer u ovom slu¢aju matrica sustava nije kvadratna
matrica.

U nastavku ¢emo objasniti Gaussovu metodu eliminacije i Kronecker-Capellijev teorem pomocu
kojih se rjeSavaju svi sustavi linearnih jednadZzbi i dobivaju pouzdanije informacija o egzisten-
ciji njihovih rjeSenja.
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9.1 Gaussova metoda eliminacije

Neka je zadan sustav linearnih jednadzbi (25), odnosno sustav m linearnih jednadzbi s n
nepoznanica, gdje su m 1 n proizvoljni prirodni brojevi koji mogu ali ne moraju biti razliiti.

Dakle, neka je zadan sustav:

11T+ apZy + ... +a, T,
91 L1 —|—a22w2 4+ ... +a2nxn

A1 L1+ Qoo + ... + Qun T,

gdje su a;; 1 b; skalari (zadani realni brojevi), a x; nepoznanice sustava linearnih jednadzbi
(25) zasvaki 1 =1,2,...,m, 7 =1,2,... n. Tada kazemo da je

ailz a2 A1n

a21  A22 Q2n,
A = ; ;

Am1  Am2 Amn

matrica sustava linearnih jednadzbi (25) i definiramo sljedecu matricu

ailz a2 A1n

21 Q22 Aon
Ap =

Am1  Am2 Amn

b

\
b
: :2 . (29)
\

b

tipa m x n + 1 koju nazivamo proSirenom matricom sustava linearnih jednadzbi (25).

Drugim rije¢ima, proSirena matrica sustava je matrica koja je sastavljena od matrice A
(tipa m x n) i matrice B (tipa m x 1), gdje je A matrica sustava (25), a B matrica slo-

bodnih koeficijanata sustava (25).

Navodimo sljedeci teorem bez dokaza koji ima vaZnu ulogu u davanju kriterija za egzistenciju

rjeSenja sustava linearnih jednadZzbi.

Teorem 9.5 (Kronecker — Capelli)

Neka je zadan sustav m linearnih jednadzbi s n nepoznanica i neka je A matrica sustava i

A p prosirena matrica sustava.

Neka je r(A) rang matrice A i r(Ap) rang matrice Ap.

Sustav linearnih jednadZbi je rjesiv ako i samo ako je

r(A) =r(Ap).

Posljedica Kronecker - Capellijevog teorema je sljedeéi korolar.
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Korolar 9.6

Rjesiv sustav linearnih jednadzbi ima

(1) jedinstveno rjesenje ako je r(A) =n,

(77) beskonacno mnogo rjeSenja ako je r(A) < n.

Ako je r(A) # r(Ap), onda je sustav linearnih jednad?bi nerjesiv (kontradiktoran).

RjeSavanje sustava m linearnih jednadzbi s n nepoznanica Gaussovom metodom elimina-
cije provodi se na sljedeéi naCin:

zadani sustav (25) zapisujemo u obliku Ap = [A|B] (proSirene matrice sustava) - vidi
izraz (29);

samo se nad retcima proSirene matrice Ap = [A|B] primijenjuju elementarne transfor-
macije (vidi definiciju 8.64) do dobivanja matrice A", = [A’|B’] u kojoj je A’ gornja
trokutasta matrica, gdje je Ap ~ Al 1 A ~ A’;

primijenjujemo svojstvo da ekvivalentne matrice imaju isti rang, odakle proizlazi:
r(Ap) =r(Ap),  r(A)=r(A);

primijenjujemo Kronecker-Capellijev teorem 9.5 kojim se utvrduje je li sustav (25) rjeSiv
ili nerjesiv;

ako je sustav rjesiv, onda odredujemo njegovo rjesSenje (ili njegova rjeSenja) koja zapisu-

jemo u obliku uredene n-torke (ili uredenih n-torki) brojeva (xy, zs, . .., z,). Specijalno,
ako je sustav rjesiv s beskonano mnogo rjesSenja, onda se medusobna ovisnost nepozna-
nica xi,2s,...,x, izraZava pomoéu parametara kojih ukupno ima n — r(A).

RjeSavanje sustava Gaussovom metodom eliminacije 1 odredivanje njegovih rjeSenja objasnit
¢emo u sljede¢im primjerima.

Primjer 9.7

Rijesimo sljedece sustave linearnih jednadZzbi Gaussovom metodom eliminacije:

(a)

(b)

()

21’1 - 5I2 - 61’3 = -1
T+ X9 — 3333 = 3
T1 — X9 — 31’3 = 1
2.271 — T + 2333 = 9
x|+ 4512'2 — 8.1'3 = —18
-1 + ?)LL’Q + 5.7}3 = 27
3&31—21’2+$3+2$4 =1

|
B~ W

5271 — XT9 + 3]33 — T4
2[E1 + o + 21’3 - 3[)’24
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Rjesenje:

(a) Zadani sustav linearnih jednadzbi

2[L’1 — 51‘2 - 65(]3 = -1
T+ 29— 33 = 3
1 — T — 31‘3 = 1

zapisujemo u obliku proSirene matrice sustava, a zatim nad njezinim retcima primjenjujemo
elementarne transformacije (¢ime se dobivaju sljedece ekvivalentne matrice):

[2 -5 —6 | -1
Ap=1|1 1 -3 | 3
1 -1 =3 | I
1 -1 -3 | 1]
~ |1 1 -3 | 3 (zamjena prvog i treCeg retka)
|2 =5 —6 | -1
1 -1 =3 | 1]
~ 10 2 0 | 2 (prvi redak pomnoZen s —1 i dodan drugom retku)
| 2 -5 -6 | -1
(1 -1 =3 | 1]
~10 2 0| 2 (prvi redak pomnoZen s —2 i dodan treéem retku)
0 -3 0 | =3
1 -1 -3 | 1] 1 1
~10 1 0 | 1 (drugi redak pomnoZen s — i tre¢i redak pomnoZen s —)
2 3
0 -1 0 | -1
1 -1 -3 | 1
~[0 1 0| 1]|=A% (drugi redak dodan treem retku).
0 0 010

Primjenom svojstva da ekvivalentne matrice imaju isti rang proizlazi:

r(Ap) =1(Ap) =2, r(A)=r(A") =2,
pri cemu je r(A)=r(Ap) <3 (gdje je n = 3 broj nepoznanica).
Time je zadani sustav rjeSiv i ima beskona¢no mnogo rjeSenja.

Odredimo rjeSenja sustava.
1 -1 =3 | 1
Iz ekvivalentnosti proSirenih matrica Ap ~ A’,, gdjeje Ab =10 1 0 | 1
0O 0 010

reducirana matrica matrice A p proizlazi da se zadani sustav moZe pisati u obliku sustava:

.Tl—xg—gilfg =1
Ty = 1

odakle slijedi: 21 —1—-323=1 = 27 =37r3+2.
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Uvodenjem supstitucije r3 = a, o € R, dobivamo:
r1=2+3a, wx3=1, x3=a zasvaki a € R,
stoga su sve uredene trojke (2 + 3a, 1, ), a € R rjeSenja zadanog sustava.

(b) Analogno prethodno navedenom, obzirom na zadani sustav linearnih jednadzbi

2%1 — T2 + 2%3 = 9
1 +4xy —8x3 = —18
—r + 3£L‘2 + 51’3 = 27
dobivamo:
[ 2 -1 2 | 9 ]
Ap = 1 4 -8 | —18
-1 3 5 | 27|
[ 1 4 -8 | —18]
~ 2 -1 2 | 9 (zamjena prvog i drugog retka)
-1 3 5 | 27
[ 1 4 -8 | —18]
~ 0 -9 18 | 45 (prvi redak pomnoZen s —2 i dodan drugom retku)
-1 3 5 | 27
[1 4 -8 | —18] .
~101 -2 ] =5 (drugi redak pomnoZen s —— i prvi redak dodan tre¢emu)
9
07 =3 | 9 |
[1 4 -8 | —18]
~10 1 -2 ] =5 (drugi redak pomnozen s —7 i dodan tre¢em retku)
0 0 11 [ 44 |
(1 4 -8 | —18 1
~101 -2 | —=5|=A% (treéi redak pomnoZen s ﬁ)
|00 1 | 4 |

pri ¢emu je: r(A) =r(Ap) = 3.
Time je zadani sustav rjeSiv 1 ima jedinstveno (tocno jedno) rjeSenje.

Nadalje, obzirom na dobivenu proSirenu matricu

1 4 -8 | —18
Ab=101-21] -5
00 1] 4

proizlazi: x5 =4
Ty — 2x3 = —H = Ty =3
T1 + 4x9 — 8x3 = —18 = x1=2

stoga je uredena trojka (2,3,4) jedinstveno rjeSenje zadanog sustava.
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(c¢) Obzirom na zadani sustav linearnih jednadzbi

dobivamo:

[ 3
Ap=15
2

1
~ 15
2

[ 1
~ 10
2

[ 1
~ 10
0

[ 1

0
| 0
[ 1

0
| 0

3%1 - 21‘2 + 3+ 2!L’4 =1
2$1 + z9 + 211}3 — 31’4 = 4

w

-2 1 2|1
-1 3 -1 | 3
1 2 -3 | 4
-3 -1 5 | -3
-1 3 -1 | 3 (treéi redak pomnoZen s —1 i dodan prvom retku)
1 2 =3 | 4
-3 —1 5 | =3
14 8 —26 | 18 (prvi redak pomnoZen s —5 i dodan drugom retku)
I 2 =3 | 4]
-3 —1 5 | =3
14 8 =26 | 18 (prvi redak pomnozen s —2 i dodan tre¢em retku)
7 4 —13 | 10 |
-3 -1 5 | =3
0 0 0| =2 (treéi redak pomnozen s —2 i dodan drugom retku)
7T 4 -13 | 10
-3 -1 5 | =3
7 4 —13 | 10 | = A5 (zamjena drugog i treceg retka)
0 0 0 | —2

gdjeje: r(Ap)=3, r(A)=2.

Bududi da je

r(A) #r(Ap)

zakljuCujemo da je zadani sustav nerjesiv, odnosno kontradiktoran.
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9.2 Cramerovo pravilo

Cramerovim pravilom mogu se rjeSavati samo oni sustavi koji imaju jednak broj jednadzbi i
nepoznanica, jer se Cramerovo pravilo zasniva na izratunu odgovarajucih determinanti.

Neka je zadan sustav n linearnih jednadzbi s n nepoznanica:

a1 T+ a2+ ..+, = b
A91T1 + A2 + ...+ Qo & = bQ
. o (30)
A1 X1+ Ao To + ...+ A, = by
kojemu je
a11 Q12 ... Qi
91 A922 ... A3
A=| 0 S (31)
Gp1 Apa .. Opn
matrica sustava i uvedimo oznaku: D = det A. Tada je:
ay;r a1 ... Qip
91 Q22 ... Q2
D=| = S (32)
Ap1 Ap2 ... Q(App
Definicija 9.8
Zasvaki ¢ = 1,2, ..., n definira se determinanta matrice A;, uoznaci D; = det A;, takva
da je
aix - G1(i-1) by ai(i+1) - Ain
a1 -+ Agi-1) b2 sy o0 a2
D= | e T e e e (33)
Ap1 - Ap(i-1) bn Ani+1) - Qnp
{ Dakle, za svaki i = 1,2,...,n D; je determinanta matrice A; koja se dobiva zamjenom
1-tog stupca matrice sustava (31) sa stupcem slobodnih koeficijenata sustava linearnih
jednadzbi (30).

Navodimo teorem bez dokaza.

Teorem 9.9 (Cramer)

Ako je matrica sustava regularna, onda je sustav linearnih jednadzbi (30) rjesiv s jedins-
tvenim rjeSenjem (x1,%s,...,T,), gdjeje

T = — zasvaki 1=1,2,...,n.

D




9 SUSTAVI LINEARNIH JEDNADZBI

¢ Drugim rijeCima, ako je D # 0, onda je uredena n-torka brojeva

Dy D, D,
— =, D
(D’D’ ’D)’ %0

jedinstveno rjeSenje sustava linearnih jednadzbi (30).

Pritom je D = det A determinanta matrice sustava linearnih jednadzbi (30), a D; su
determinante definirane izrazom (33) za svaki ¢+ = 1,2, ..., n, vidi primjer 9.10.

Uocimo: ako je D = 0, onda sustav linearnih jednadZzbi (30) moZe biti rjeSiv s beskonacno
mnogo rjesSenja ili nerjeSiv (kontradiktoran), a dodatno se provjerava prethodno objasnjenom
Gaussovom metodom i primjenom Kronecker-Capellijevog teorema.

S druge strane, pokazuje se da vrijedi:

» ako je D =0 i ako postoji barem jedan i € {1,2,...,n} takav daje D; # 0, onda je
sustav (30) nerjesiv, vidi primjer 9.11;

* akoje D =0 iakosuzasvaki ¢ =1,2,...,n, determinante D; jednake nuli, onda ne
znamo je li sustav linearnih jednadzbi (30) rjeSiv s beskonacno mnogo rjesenja ili je ne-
rjesiv - treba dodatno ispitati Gaussovom metodom i primjenom Kronecker-Capellijevog
teorema, vidi primjer 9.12.

Primjer 9.10
RijeSimo sustav linearnih jednadzbi Cramerovim pravilom:
{L’1—|—2{L’2—|—3ZL‘3 = 5

2.1‘1—1’2—!133 =
r1+ 31y +4r3 = 6

—_

Rjesenje:
Izracunajmo najprije determinantu matrice sustava primjenom Laplaceovog razvoja po nje-
zinom prvom retku:

1 2 3
D=2 -1 -1 |=1-(-4+4+3)—2-84+1)+3-(6+1)=—-1—-18+421=2.
1 3 4

Iz D # 0 proizlazi da je matrica sustava regularna, odnosno da je zadani sustav rjesiv s jedins-
tvenim rjeSenjem.
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Izracunajmo determinante D); za svaki ¢ = 1, 2,3 Laplaceovim razvojem po prvom retku:

5 2 3
Di=|1 -1 -1 |=5-(-4+3)—2-(446)+3-(3+6)=—-5—-20+27=2,
6 3 4
15 3
Dy=121 —-1|=1-(446)—5-(84+1)+3-(12—1)=10—-45+33 = -2,
1 6 4
1 25
Dy=12 -1 1|=1-(-6-3)—2-(12—-1)4+5-(6+1)=-9—-22+35=4.
1 36
Tada primjenom teorema 9.9 proizlazi:
_D1_2_1 Dy -2 ] _D3_4_2
NT=p Tty BT Ty T BT T

—_

pa je uredena trojka (1, —1,2) jedinstveno rjeSenje zadanog sustava.

Primjer 9.11

RijeSimo sustav linearnih jednadZzbi Cramerovim pravilom:

2[E1 — 5$2 — 65(]3 = =2
T+ 29— 33 = 0
1 — 6[132 — 31‘3 = 1

RjeSenje:

Izracunajmo determinantu matrice sustava primjenom Laplaceovog razvoja po prvom stupcu:

2 -5 —6
D=|1 1 —3|=2-(—3—-18)—(15—36) + (154 6) = —42 + 21 4 21 = 0.
1 —6 —3

Iz D = 0 proizlazi da zadani sustav moZe biti rjesiv s beskonacno mnogo rjesenja ili nerjesiv.
Za vjezbu primjenom Gaussove metode i1 Kronecker-Capellijevog teorema ispitati rjesivost za-
danog sustava.

S druge strane, izracunamo li determinante D; za svaki ¢ = 1,2,3

2 -5 —6
Di=| 0 1 —3|=-2-(=3-18)45-3—6-(—1)=42+15+6 =063 #£ 0,
1 —6 -3
2 -2 —6
Dy=|1 0 —3|=2-342-(-3+3)-6=6-6=0,
1 1 -3
2 -5 -2
Dy=|1 1 0|=2+5-2-(-1-1)=11#0,
1 -1 1

tadaiz D =0 i D; # 0 proizlazi da je zadani sustav nerjesiv (kontradiktoran).
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U izracunu determinanti D;, © = 1, 2, 3 koristio se Laplaceov razvoj po prvom retku.

Primijetimo da u ovom slucaju nije bilo potrebno izraCunavati determinante s 1 Ds, jer ne-
rjesivost zadanog sustava direkto slijediiz D =0 i Dy # 0.

Primjer 9.12

Rijesimo sustav linearnih jednadzbi Cramerovim pravilom:

2%‘1-51]2-6%’3 = -1 $+2y+32 = 6
(a) T+ 29— 33 = 3 (b) 20 +4y + 62 = 12
T1— Tog — 3Tz = 1 r+2y+3z = 7

Rjesenje:
(a) IzraCunajmo determinantu matrice sustava i determinante D; za svaki i = 1,2, 3.

Za vjezbu, uvjerite se da vrijedi:

2 =5 —6 -1 -5 —6
D=|1 1 -3|=0, D, = 3 1 =3|=0,
1 -1 -3 1 -1 -3
2 -1 -6 2 =5 -1
Dy=|1 3 —=3|=0, Dy=|1 1 3|=0.
1 1 =3 1 -1 1

Iz D =01D; = Dy = D3 = 0 proizlazi da zadani sustav moZe biti rjeSiv s beskonacno
mnogo rjesenja ili nerjesiv.

Za vjezbu, primjenom Gaussove metode 1 Kronecker-Capellijevog teorema, dokazite da je
zadani sustav rjeSiv s beskonacno mnogo rjesenja. Pritom se dobiva da su sve uredene trojke

Ba+2,1,a), «€R
rjeSenja zadanog sustava.

(b) IzraCunajmo determinantu matrice sustava i determinante D; za svaki ¢ = 1,2, 3.

Za vjezbu, uvjerite se da vrijedi:

12 3 6 2 3
D=12 4 6|=0, D/ =|[12 4 6|=0,
123 7 2 3
1 6 3 12 6
Dy=1]2 12 6 |=0, Dy=|2 4 12 |=0.
1 7 3 12 7

Iz D =01D, = Dy = D3 = 0 proizlazi da zadani sustav moZe biti rjeSiv s beskonacno
mnogo rjesenja ili nerjesiv.

Za vjezbu, primjenom Gaussove metode 1 Kronecker-Capellijevog teorema, dokazite da je
zadani sustav nerjesiv.
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10 Sustavi linearnih nejednadzbi s dvije nepoznanice

Podsjetimo se najprije pojma jednakosti i nejednakosti.

Kazemo da se skup dva izraza spojen znakom = naziva jednakost i analogno da se skup dva
izraza spojen znakom < ili > ili < ili > ili # naziva nejednakost.

Ako u linearnoj jednadzbi s dvije nepoznanice axz +by=c¢, a,b,ceR
umjesto jednakosti piSemo jednu od gore navedenih nejednakosti, onda dobivamo

linearnu nejednadzbu s dvije nepoznanice.

U nastavku Ce se zadavati nejednazbe oblika:
ar+by<c ii ax+dby>c ili ax+by<c i azx+dby>ec

* Ako imamo dvije ili viSe, odnosno m linearnih nejednadzbi s dvije nepoznanice, onda
kaZzemo da je zadan sustav m linearnih nejednadzbi s dvije nepoznanice, a zapisujemo
ga kao sustav m linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice, gdje se umjesto jednakosti (=)
piSe jedna od nejednakosti: <, >, <, >.

Skup rjeSenja sustava m linearnih nejednadzbi s dvije nepoznanice je skup S C R? (podskup
ravnine R?) svih uredenih parova ravnine R? koji zadovoljavaju sve nejednadzbe tog sustava.
Pritom se skup S C R? najéesce prikazuje graficki u ravnini R2.
Podsjetimo se, svaka se linearna jednadzba ax 4 by = ¢ s dvije nepoznanice (x 1 ¥)
moze pisati u obliku implicitne jednadzbe pravca ax + by — ¢ = 0 1ili odgovarajuce
eksplicitne jednadZbe pravca y = —% T+ (E) ako je b # 0, stoga se skup rjeSenja svake
linearne jednadzbe s dvije nepoznanice graficki prikazuje pripadnim pravcem u ravnini.

Time je graficki prikaz skupa rjeSenja svake linearne nejednadzbe s dvije nepoznanice zapravo
poluravnina omedena onim pravcem c¢ija se jednadZba dobiva iz zadane nejednadZbe u kojoj se
nejednakost zamjenjuje s jednakosc¢u. Pritom ta poluravnina sadrzi sve one tocke ravnine koje
zadovoljavaju zadanu nejednadzbu. Nadalje, primijenjuje se svojstvo da:

* poluravnina sadrZi pravac p ... ax + by — c = 0 ako je nejednadzba oblika:
ar+by<c ili ax+by>c,

* poluravnina ne sadrZi pravac p ... ax + by — c = 0 ako je nejednadZba oblika:
ar+by<c ii ax+by>c.

¢ Skup rjeSenja sustava m linearnih nejednadzbi s dvije nepoznanice
graficki se prikazuje presjekom svih pripadnih poluravnina koje su
odgovaraju¢i skupovi rjeSenja linearnih nejednadzbi danog sustava.
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Primjer 10.1
Prikazimo grafic¢ki skup rjeSenja linearne nejednadzbe s dvije nepoznanice:
(@) 3z—4y<5
(b) 2z+46y>38
Rjesenje:
(a) Zapisimo najprije jednadzbu 3z — 4y = 5 koja odgovara zadanoj nejednadzbi.
D

3
Tada iz 3x — 4y = 5 proizlazi: y = Zx -7

3
Ako u ravnini R? nacrtamo pravac p &ija je eksplicitna jednadzba y = 7 onda pravac p

dijeli ravninu R? na dvije poluravnine omedene tim pravcem.

Za odredivanje grafickog prikaza skupa rjeSenja zadane nejednadzbe 3x — 4y < 5 odabire se

3 5
proizvoljna to¢ka T} = (1, y1) € R? u ravnini koja ne pripada pravcu p ... y = —x — 7 a

zatim se provjerava zadovoljavaju li njezine koordinate z; 1 y; nejednadzbu 3x — 4y < 5.
Tada:

e ako koordinate to¢ke 77 zadovoljavaju zadanu nejednadzbu, onda je skup rjeSenja zadane
nejednadzbe ona poluravnina koja sadrzi tocku 77, a

e ako koordinate tocke 7} ne zadovoljavaju zadanu nejednadzbu, onda je skup rjeSenja
zadane nejednadzbe ona poluravnina koja ne sadrzi tocku 77.

Dakle, odaberimo npr. tocku 7 = (1,0) i provjerimo zadovoljavaju li njezine koordinate ne-
jednadzbu 3z — 4y < 5.

Pritom dobivamo: 3 <5  (istinito),

stoga zakljuCujemo da je graficki prikaz skupa rjeSenja nejednadzbe 3z — 4y < 5 ona polurav-
nina omedena praveem p ... y = 571 koja sadrzi tocku 77 = (1,0) kako je prikazano na
slici 16.

Slika 16: Poluravnina 3z — 4y < 5

3 5
Pritom pravac y = 571 pripada poluravnini 3x — 4y < 5, jer je nejednadZba zadana s

nejednakos¢u “manje ili jednako™.
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(b) Analogno prethodnom zadatku, zapiS§imo najprije jednadzbu 2x+6y = 8 koja odgovara
zadanoj nejednadzbi 2z + 6y > 8.

1 4
Tada iz 2x + 6y = 8 proizlazi: y = —gx + 3
. 1 4 S 3 .
Nacrtajmo pravac y = ——x + - u ravnini R* i odaberemo npr. to¢ku O = (0,0) te provje-

rimo zadovoljavaju li njezine koordinate zadanu nejednadzbu 2z + 6y > 8.
Dobivamo: 0> 8 (neistinito),
stoga je graficki prikaz skupa rjeSenja nejednadzbe 2x + 6y > 8 ona poluravnina omedena

praveem y = — + 3 koja ne sadrzi toc¢ku O = (0, 0) - vidi sliku 17.

Slika 17: Poluravnina 2z + 6y > 8

1 4
Pritom pravac y = —gz’ + 3 ne pripada poluravnini 2x + 6y > 8, jer je nejednadzba zadana

s nejednakoS¢u ’strogo vecée”.

Primjer 10.2

Prikazimo graficki skup rjeSenja sljedeceg sustava linearnih nejednadzbi:

3 — 4y

<
20 + 6y >

5
8
Rjesenje:
Obzirom na dobivene graficke prikaze skupova rjeSenja nejednadzbi, vidi primjer 10.1,
proizlazi da je graficki prikaz skupa rjeSenja zadanog sustava dio ravnine oznaCen smedom

bojom na slici 18 koji se dobiva presjekom skupa rjeSenja nejednadzbe 3z — 4y < 5 sa skupom
rjeSenja nejednadzbe 2z + 6y > 8.
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Slika 18: Presjek poluravnina 3x — 4y < 5, 2x + 6y > 8

Primjer 10.3

PrikaZzimo graficki skup rjeSenja sustava linearnih nejednadzbi:

r—2y < 1
r+y < 5
3v—2y > -8

Rjesenje:

Sustav se sastoji od tri nejednadzbe s dvije nepoznanice. ZapiSimo najprije sustav jednadzbi

r—2y = 1
r+y = 5 (34)
3r—2y = -8

koji odgovara zadanom sustavu nejednadzbi. Tada iz (34) proizlazi:

1 1
Y=3% 75
y=—x+95

3

= — 4.

Y 2x—|—

Nadalje, nacrtajmo odgovarajuée pravce u ravnini R? i odaberimo to¢ku O = (0,0), a potom
provjerimo zadovoljavaju li njezine koordinate sve tri nejednadZbe zadanog sustava linearnih
nejednadzbi. Pritom dobivamo:

r—2y < 1 0 < 1 (istinito),
r+y < 5 = 0 < 5 (istinito),
3r—2y > -8 0 > -8 (istinito).

Graficki prikaz skupa rjeSenja zadanog sustava nejednadzbi dobiva se presjekom skupa rjesenja
svih triju nejednadZbi tog sustava, stoga je on dio ravnine omeden pravcima:

1 1 3
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Slika 19: Presjek poluravnina = — 2y < 1, x +y < 5, 3x — 2y > —8

. .. . " 1 .. 3
koji sadrzi pravac y = —x + 5, ali ne sadrZi pravac y = —x — — niti pravac y = —x + 4

T 2 2 2
(vidi sliku 19).
Dakle, graficki prikaz rjeSenja zadanog sustava nejednadzbi je unutra$nji dio trokuta” A ABC
bez spojnica AB i AC, ali s uklju¢enom spojnicom BC, pri c¢emu to¢ke B i C' nisu ukljucene.
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11 Zadaci za vjezbu

11.1 Osnove matematicke logike

1. Dokazite da je sljedeca formula valjana formula (tautologija):

() AV A,

(b)  —(AA=A);

(¢) —-A—(A— B),

(d) (AN(A— B))— B;

(e) ((A—B)— A) — A
(f) (A= B) & (-B = -4);
(9) —(AAB) < (mAV-B);
(h)  —(AVB) <+ (WAAN-B).

Rjesenje: sve zadane formule su valjane formule.

2. Dokazite da je sljedeca formula valjana formula (tautologija):
(@) ((AANB)ANC) <« (AN(BAC));
b) ((AvB)V(C)« (Av(BVC(O));

(c) (AN(BVC)«< (AANB)V(ANC));

(d) (AV(BAC)) < (AVB)A(AV(O)).

RjesSenje: sve zadane formule su valjane formule.

3. Ispitajte je li formula F’ ispunjiva, oboriva, tautologija, antitautologija ako je:

(@) F=(AA(BVA)) o A

by F=[-P—=(QVR)]—[-(PAN-R);
(¢ F=(-(A—= B)) < (AAN-B);
(d) F=-[((A— B)AN(B—A)) <+ (A« B);
(e) F= (A B) < [2(=(-AV B) V (-(AV -B)));
(f) F=[AAC) = (=B)] = [(B = (=0)) = Af;
(9) F= ﬂ[(A — B) <+ (WA V B)J;
(h) F=[((mFAVB)AC)—= (B—=O)]V[(-4A—=C) <«
(1) F=(AAB)<+ (—~(-AV-B)).
Rjesenje:

(CA(=B) = A

(a) F je tautologija; (b) F je ispunjiva i oboriva; (¢) F je tautologija;
(d) F je antitautologija; (e) F'je tautologija; (f) F je ispunjiva i oboriva;
(9) F je antitautologija; (h) F' je tautologija; (i) F je tautologija.
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4. Dokazite da vrijedi:

(@) {(PVQ),(Q—=(=P)} | (PA(=Q))

0) {GQAP), (=P = Q)} F (@< (=P VQ)):

() {=Q,(PV=Q),(=Q—= P)} = (PVQ)

d {(PVQ)—=R),(Q—=P),(-PAR)}E(P—Q)VR).

5. Dokazite da F; = F3, ako su formule F} i F5 zadane na sljedeci nacin:

(a) Fi=A— (BVC) i FhR=(A—-B)V(A—-O0);
(b)) Fi=A—(BANC) i FB=(A—-B)ANA-O)
() F=-A i F,=A-— B;

d F=A—-B—-A i FkK=A

Rjesenje: za sve zadane formule vrijedi F; = F5.

6. Dokazite daje I} < F» ako je:

(a) Fi=AAN(BVA) i F=A

(b)) Fi=-(A— B) i F,=AA-B;

(¢) Fi=(A+ B) i Fh=(A— B)A(B— A);
(d) Fr=-(AVB) i Fy=(-AA-B);

() Fi=-(AADB) i Fy,=(-AV-B),

(f) F=-B—-A i Fb,=A— B;

Rjesenje: za sve zadane formule vrijedi da su formule F; i1 F5 logicki ekvivalentne.

7. Ispitajte jesu li formule Fi 1 F5 logicki ekvivalentne ako je:

(@) Fi=P—Q i F=-PVQ;

() Fi=PANQ 1 F,=-(=PV-Q);

(¢ FF=RV(-P—(QVR)) i FK=(PVQ)VR,
(d F=(A—=B)—=C i FBh=A—(B-—0).

Cc

Rjesenje: formule Fj 1 F; su logicki ekvivalentne pod svim oznakama osim pod

oznakom (d).
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11.2 Skupovi

1. Neka su A, B proizvoljni skupovi. Ispitajte vrijede li sljedece tvrdnje:

Rjesenje: vrijede sve tvrdnje.

2. Nekasu A, B, C proizvoljni skupovi. Ispitajte vrijede li sljedece tvrdnje:

(a) (AUB)\C = (A\C)U (B\C);
(b) AA(BUC) = (A\B)\C;

() AN(BNC)=(A\B)U(A\C);
(d) (A\B)\C = A\(B\C).

RjeSenje: vrijede samo prve tri tvrdnje.

3. Ispitajte vrijedi li: S; € .Sy ili Sy C .S (podskupovnost skupova Sy i .55) ako je:
(a) S1=(A\B\C, S =A\(B\C);
(b) S1=(A\B)\C, S,=A\(BNC);
(c) S1=(A\B)NC, Sy=A\(BUC).
gdje su A, B i C' proizvoljni skupovi.
Rjesenje: (a) Sy C Sy; (b) Sz C Sy;
(¢) S1 NSy =10 (51195, sudisjunktni skupovi).

4. Neka je U univerzalni skup i neka su A, B proizvoljni skupovi takvidaje A, B C U.
Dokazite da vrijede sljedeCe tvrdnje:
(a) U\(U\A) = 4;
(b) UN(ANB) = (U\A)U(U\B);
() UN(AUB) = (U\A)N (U\B).

Rjesenje: vrijede sve tvrdnje.
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10.

1.

Neka su A i B proizvoljni skupovi. Dokazite da vrijede De Morganovi zakoni:

(a) (AN B)Y = A° U B¢,
(b) (AU B)Y = A°nN B°.

Neka su X i Y proizvoljni skupovi. Dokazite: akoje X C Y, ondaje Y C X,

Neka su X i Y proizvoljni skupovi.
Obrazlozite vrijedi li sljedeca jednakost: (X UY)N (X UYY) = X.

Odredite partitivni skup skupa:
(a) A={l,0a}
(b) X ={0,A{2}};
(c) S={x,3,0z}

Odredite sljedece partitivne skupove:

(a) P(0); P(P©)); P(P(P()));
) PHO});  PPHD}Y));  PPPHON)).

Neka je zadan skup A = {{a}, {b}}. Odredite partitivni skup P(A), a potom P(P(A)).

Neka su zadani skupovi A = {0, 1,2}, B = {1,2} i C = {0,4}. Odredite:

(a
(b
(c
(d
(

(&

P(AN B);
B) i P(AUB);
i P(A\B);

)
oS
D
3
=

(f
(9
(h
(i
(J
(k

)
)
)
)
)
) P
)
)
)
)
)
()

139
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12. Odredite sve moguce particije skupa:
(a) S={a,b,x};
(b) A={1,0,a};
(c) X ={0,1,{2}}
(d) X ={0,0,{5},*};
(e) S={V,A,—, <}

13. Odredite kartezijeve produkte A x A, A x B, Bx A i B x B ako je:
(a) A={2,4,6}, B={a,b};
(b) A={3}, B={cd,3}
(c) A={o,z, 1}, B={y, =1}

14. Neka su zadani skupovi A = {1,2,8}, B={2,3,5} i C' = {6,8}.
Odredite sljedece skupove:

—
S

Ax (BNQC);

(Ax B)N(AxC);
Ax (BUCQ);
(AXB)U(AXC’);
(AN B) x
(AxC)N (BXC);
(AU B) x
(
(
(

—~
=

. . 9]
—_ e O e — L DO

®)

\HAEA

~—~~ L~
> @

AxC)U (BxC’);

A\B) x
A x )\(B x C).

—~
—
< ~

15. Nekasu A, B, C proizvoljni skupovi. Dokazite da vrijede sljedece jednakosti:

(@) (ANB)xC=(AxC)Nn(BxC);
(b) (AUB)xC=(AxC)U(BxCC);
(c) (A\B)xC=(AxCO)N\(BxC);
(d) Ax(BNC)=(AxB)Nn(AxC(C);
(€)

A
e) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC().
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16. Nekasu A, B,C, D proizvoljni skupovi.
Dokazite da vrijedi: (ANB) x (CND)=(AxC)N(Bx D).

17. Neka su zadani skupovi A = [3,5], B = (4,7), C = (1,6], D = {2,3,4}.
Prikazite graficki u koordinatnoj ravnini sljedece skupove:
(a) (A\ ) x (C\B);
(b) (A ) (B x B);
() ((AUBN\BNC))xC;
(d) (AnB)\(BU 0)) x (A\B);
(e) (AnBNCQC) x
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11.3 Relacije

1. Ispitajte je i binarna relacija R C {0, 1,2} x {0, 1,2} refleksivna, simetri¢na, antisime-
tri¢na, tranzitivna relacija na skupu {0, 1, 2} ako je:

(a) R={(1,1),(0,2),(2,1)};

(b) R&={(1,1),(0,2)};

() R={(1,1),(0,2),(2,1),(0,)};
(d) R ={(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)};
() R=1{(0,0),(0,1),(1,0),(2,2)}

2. Ispitajte je li binarna relacija R C {1,2, 3,4} x {1,2, 3,4} refleksivna, simetri¢na, anti-
simetri¢na, tranzitivna relacija na skupu {1, 2, 3,4} ako je:

(a) BR={(1,1),(1,3),(23),(3,1),(3,2), (4,4)};

(b) R={(1,1),(23),(3,3),(3,1),(3,2), (4,4)};

() BR={(1,1),(22),(3,3),(44),(1,2),(2,1),(2,3),(3,2)};

(d) R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2)};

(e) R={(1,1),(2,2),(2,1),(1,2)};

(f) B={(11),(22),(,3),(44),(3,2),(23)}.

3. Ispitajte je li binarna relacija R refleksivna, simetri¢na, antisimetri¢na, tranzitivna relacija

ako je:

(a) RC{a,b,c,d} x{a,b,c,d}, R ={(a,a), (b,c),(b,b),(c,a),(cb),(c,c)};
(b) R C{a,b,c} x{a,b,c}, R ={(a,a),(b,c),(c,b)};

(¢) RC{a,b,c}x{a,b,c}, R ={(a,a), (b,b),(c,c),(a,b),(b,a),(c,b),(c,a),};

)

(d) RC{1,3,57} x{1,3,5,7},
R = {(17 5)7 (77 3)7 (1’ 1)7 (77 7)7 (37 7)7 (37 3)7 <5a 5)7 (37 1)7 (77 l)a (37 5)7 (77 5)};
() RC{1,3,5,7} x {1,3,5,7},

R=A(5,1),(7,7),(7,3),(1,1),(1,5),(3,7),(1,7),(7,1),(3,3) }

4. NapiSite barem dva primjera binarne relacije na skupu A = {2, 5,6, 9} koja:

(a) je refleksivna i tranzitivna;
(b) je simetri¢na, ali nije refleksivna;
(c) nije antisimetri¢na niti tranzitivna;

(d) je tranzitivna, ali nije refleksivna;
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(e) je simetri¢na i refleksivna;
(f) nije simetri¢na, ali je tranzitivna;

(g) je antisimetri¢na, ali nije tranzitivna;
(h) je relacija ekvivalencije;

() jerelacija parcijalnog uredaja.

5. Zadajte neki skup B, a potom napiSite barem dva primjera binarne relacije na skupu B
koja:

(a) nije refleksivna ni tranzitivna;

(b) nije simetri¢na, ali je refleksivna;

(¢) je antisimetriCna i tranzitivna;
(d) nije tranzitivna ni refleksivna;
(e) nije simetri¢na ni refleksivna;
(f) je simetri¢na, ali nije tranzitivna;
(g) je antisimetri¢na, ali nije tranzitivna;
(h) je relacija ekvivalencije;

() jerelacija parcijalnog uredaja.

6. Ispitajte je li binarna relacija R C N? na skupu N refleksivna, simetri¢na, antisimetri¢na,
tranzitivna, relacija ekvivalencije, relacija parcijalnog uredaja ako je:

(a) R={(z,y) € N? | z je prethodnik od y};

() R={(x,y) € N? | z je sljedbenik od y};

(¢) R={(x,y) € N*| xje manjiili jednak od y};
(d) R={(z,y) € N?| z je vediili jednak od y};
(6) R={(x,9) € N?| z je jednak y}:

(f) R={(z,y) € N? |z je visekratnik od y};

(9) R={(z,y) € N*| x je djeljitelj od y};

(h) R={(z,y) € N*| x je razlitit od y}.

7. Ispitajte je li binarna relacija R na skupu ljudi (tj. osoba) refleksivna, simetri¢na, antisi-
metri¢na, tranzitivna, relacija ekvivalencije, relacija parcijalnog uredaja ako je relacija R
definirana s:

(a) R =biti majka”;
(b) R = "biti brat”.

143
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8.

10.

1.

12.

Ispitajte je li binarna relacija R relacija ekvivalencije ili relacija parcijalnog uredaja ako
je:

Rrelacija L ("biti okomit”) na skupu pravaca u ravnini;

)

b) Rrelacija || ("biti paralelan”) na skupu pravaca u ravnini;
) relacija R C N? naskupu N definiranas: x Ry akoje z +y paran broj;
)

relacija R C Z X Z na skupu Z definirana s:
rRy ako 5| (z —y) (5dijeli (z —y), odnosno = —y = 5k, k € 7).

. NapiSite barem dvije relacije ekvivalencije na skupu:

(a) A={1,2,3,4,5};
(b) B ={a,b,c,d};
(¢) C=1{2,4,6,8,10}.

Neka je zadan skup S = {1, 2, 3,4, 5} i neka je R; relacija na skupu S takva da je
Ry ={(1,1),(1,5),(2,4),(3,1),(4,4),(5,1),(5,3)} €S x S.

Prosirite relaciju R; najmanjim mogudéim brojem parova (z,y) € S x S tako da dobivena
relacija R C S x S bude relacija ekvivalencije na skupu S.

Odredite sve klase ekvivalencije relacije R i kvocjentni skup S/ skupa S modulo R.

Napisite particiju skupa S koju odreduje relacija ekvivalencije R na skupu S.

Napisite relaciju ekvivalencije na skupu A = {0, 1,2,3, 4,5}, Cije su klase ekvivalencije
sljedeci skupovi:

(a) {0,3},{1,4},{2,5};
(b) {0,4,5} {3},{1,2};
() {02}, {1}, {4},{3,5};
(d) {0,1,2,3},{4},{5};
(e) {0,1,2,3},{4,5}.

Neka je zadan skup S = {a,b,c,d}. Napisite relaciju ekvivalencije na skupu S koju
odreduje sljedeca particija F(.S) skupa S ako je:

(a) F(S) = {{a},{b,c,d}};

(b) F(5) = {{a},{b},{c, d}};
(¢) F(5) = {{a,b},{c, d}};

(d) F(5) = {{a},{b},{c},{d}};
(e) F(S)={{a,b,c,d}}.
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13.

14.

15.

16.

Neka je zadan skup S = {a, b, c}. Dokazite da je
R = {(a,a), (b,b), (c,c),(a,b), (a,c),(b,c)} C 52

relacija parcijalnog uredaja na skupu S.

NapiSite barem dvije relacije parcijalnog uredaja na skupu:
(a) A={1,2,3,4,5,6};
(b) B ={a,b,c,d};
(¢) C={1,3,5,7,9}.

Ispitajte je 1i (N, >) parcijalno ureden skup obzirom na relaciju >, a potom je li on i
potpuno ureden skup.
Neka je A bilo koji proizvoljan skup i neka je P(A) partitivni skup skupa A.
Ispitajte je li:
(a) (P(A), Q) parcijalno ureden skup obzirom na relaciju C;

(b) (P(A), <) potpuno ureden skup obzirom na relaciju C.
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11.4 Funkcije
1. Neka je zadana binarna relacija R na skupu A = {1,2,3,4}.
Ispitajte je li relacija R C A? funkcija ako je:

(@) Ry & y—x=1,

(b)) 2Ry < |y—z[=1L

(¢) zRy & y=ua.

Rjesenje: (a) R nije totalna relacija; (b) R nije funkcijska relacija;
(¢) R je funkcija.

2. Neka je zadana binarna relacija R C A x B, gdje je A = {lva, Marko, Ana} skup
osoba, a B = {101,102, 103} skup soba u hotelu.

Ispitajte je li relacija R funkcija ako je:

(a) R={(lva,101),(lva,102), (Marko,102), (Ana, 103)};
(b) R={({va,101),(Marko,101)};
(¢) R={({va,101),(Marko,101), (Ana,103)}.

Rjesenje: (a) R nije funkcijska relacija; (b) R nije totalna relacija;
(¢) R je funkcija.

3. Zadajte dva skupa A i Birelaciju R C A x B, tako da relacijana A x B:

(a) nije totalna relacija;

(b) nije funkcijska relacija;
(¢) nije funkcija;
(d) je funkcija.

4. Argumentirajte neki primjer relacije na skupu NV tako da relacija:
(a) Ry CN? je funkcija;
(b)) Ry C N? nije funkcija;
(¢) Rz CR? nije totalna relacija;
) R

(d) Ry CR? nije funkcijska relacija.

Rjesenje: navodimo u svim oznakama jedan od mogucéih primjera:
(a) Bi={(z,y) e N* [y =3z - 2};

(b) Ry = {(z,y) € N* | 22 + 2 < 14};
(c) Ry ={(v,y) eN* |z +y > 10};
(d) R4—{(Jc,y)€N2|x—y:0 V x4y =5}
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5. Argumentirajte jesu li jednake funkcije

(a) [:Z—=7Z, f(x)=x—4,

f1g ako je:

(b) f[:R—=R, f(z)=2*+5 ¢g:R—-R, g(x)=12*-5

(¢) fla)=5o8ted), g(x) =3z — 4;

(d) f(x)=In(*"7), g(z) =222 + T

(e) flx)=In(e"?), g(@) =2 —3;

(f) flx)= gi j_L i g(x) =In(2z +5) — In(3x — 4);

(9) f(z)=log|(Tz +4)(5x —2)], g(x) = log(Tz + 4) + log(5z — 2).
RjeSenje: (a) f#g; (b) f#g: (¢) f#g: (d)

(9) f#9

f=g:(e) f=g: (f) [#9

Komentar: ponovimo svojstva logaritamske funkcije, gdje je a > 0, a # 1:

aloga T _ z,

log, xy = log, x+log, v,

T __
log, a* =z,

log, a =1,

log,, T log, x—log, v,
)

log, 1 =0,

log, " =nlog, =

2

akoje a = e, ondaje In x = log, x; akoje a = 10, ondaje logx = log, .

6. Odredite prirodno podrucje definicije realne funkcije realne varijable ako je:

f(z) =2® — 6z +11;

3r—1
0) fla) =5
(©) f(&)=In(a+2)+ =
(d) f(x) = logy(3x — 1) + —”

2x—|—4;

(f) flz)=In(Tz—4)+Va+
Rjesenje: (a) D(f) =R; (b) D
(d) ﬁ=<é+w>
(f) f>=<%+oo>

2
flz) =Tz — —1+3\/7x—|— I;

= R\{ -2} () D
D(f) =

= (=2, +00) \{2};
[=7 +00) \{1}

7. Odredite prirodno podrucje definicije realne funkcije realne varijable ako je:

6

(@) 1) =5

+sin(z — 2) + In(z — 3);
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(c)

f(z) =log(x + 3) 575 + cos(z + 2).
Tx —1 cosT
= 2 .
J@ =\ s +(ac—2)2

Rjesenje: (a) D(f) = (3+ o0); (
(¢) D(f) = (—00,—3 >U [— +OO> \{2}.

= (=5 + o0);

8. Odredite prirodno podrucje definicije realne funkcije realne varijable ako je:

(a
(b
(c
(d

~— ~— ~— ~—

(2,+00) \{3};
3> < ,+00) \{4};

= (3:3);

3x +4
1@ = a5 6
fz) = \/:v2 9 + 82 — 122% — 5z + 79;
f($):\/ — 9+ 82% — 1227 — 5z + 79;
flz) = Va2 —2x —3;
Rjesenje: (a) D(f) =R\{2,3}; (b) D(f) =R,
(¢) D(f) = (=00, =3] U3, +00);
(d) D(f) = (=00, =1J U [3, +00).
9. Odredite prirodno podrucje deﬁnicije realne funkcije realne varijable ako je:
flz) =V +2 7
f(x) =In(4z — 8) + —x21+ 5
flx)=v—-222+8+ 3$1_ 3
1 1
I = ==t _%
log(z? — 4)
flz) = 20 +6
log;(2z — 5)
fx) = Vo
f(x) = 2log(z? — b + 6)
Rjesenje: (a) D(f) = (=2,+00) \{-1,1}; (b) D(f) =
() D(f) = [=2,2]\{1}; (d) D(f) = (-0,
(e) D(f) = (=00, =2) U (2, +00) \{=3}; (
(9) D(f) = (=00,2) U (3,+00) \{4}.




11 ZADACI ZA VJEZBU

10. Odredite prirodno podrucje definicije realne funkcije realne varijable ako je:

11

f(z)
(b) f(z)
(¢) flz)

RjeSenje: (a) D(f)

_ sin(z — 1) - logy(z* — 4)

Va2 +2x

_ 11 2 6);
4 + 8 + Og2( T )

log(z? + 3x)

OB T L 2w -3
3 — 9 ¢

V=322 + b + 12

(¢) D(f) = (2,3).

+ 423 + 222 — 24.

(=3,=2) U[0,+00); (b) D(f) = [3, +00) \{3};

. Zadani su skupovi A = {z,y,z,w} i B ={1,2,3}ifunkcija f: A — B tako da vrijedi
f(l‘):?), f(y):2, f(z>:1’ f(w):2.

Ispitajte je li funkcija f surjekcija, injekcija, bijekcija.

12. Argumentirajte je li f: S — N funkcija ako f svakom gradaninu Republike Hrvatske
pridruzuje broj osobne iskaznice; uz pretpostavku da je f funkcija, argumentirajte je li f

13

bijekcija.

. Argumentirajte je i f: S — N funkcija ako f svakom gradaninu Republike Hrvatske
pridruZzuje OIB; uz pretpostavku da je f funkcija, argumentirajte je li f surjekcija, injek-

cija, bijekcija.

14. Argumentirajte je li relacija R C A x B funkcija ako je A skup klijenata neke banke, B
skup PIN -ova svih kartica raCuna te banke i vrijedi:

15

(a,b) e R

=

osoba a ima karticu ¢iji je PIN b.

Uz pretpostavku da je f funkcija, argumentirajte je li f surjekcija, injekcija, bijekcija.

. Odredite podrucje vrijednosti Im f realne funkcije realne varijable i provjerite je li funk-

cija f injekcija, surjekcija, bijekcija ako je:

(a)
(b)
()
(d)
(e)

(f)

22—z —|z|%
— akoje x #0,
0 akoje z=0;

f(z) = 2%+ 22+ 2,
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Rjesenje: (a) Im f =R; fjebijekcija. (b) Im f =R; f je bijekcija.

(¢) Imf=TR; f jebijekcija.

(d) Uotite da je |z|> = 2 zasvaki z € R, stogaje f(z) = —=z.
Im f =R; f je bijekcija.

(e) Im f =R; f je bijekcija;

(f) Zadana funkcija f: R — R, f(z)= 2+ 2x + 2 moZe se pisati u
obliku

F@) = (x4 1)+ 1,
odakle slijedi da je to¢ka T = (—1, 1) tjeme parabole i da je parabola
otvorom okrenuta prema pozitivhom dijelu y-osi (a = 1 > 0).
© Ispitivanje injektivnosti:

treba provjeriti vrijedi li za svaki z1,25 € R daiz

f(z1) = f(xq) proizlazi x; = zs.

Dakleiz  f(z1) = f(z2) proizlazi: (z1+1)?+1=(z2+1)*+1
(r1 +1)% = (29 + 1)?
1+ 1==%(x2+1)
odakle slijedidaje =1 =2y V 1 = —x9— 2.
Time funkcija f nije injekcija (jer nismo dobili jedinstveni z; = x3).
© Ispitivanje surjektivnosti:
obzirom na parabolu y = (x + 1)? + 1 direktno proizlazi da je
Im f = [1,+00) C R, gdicje Im f # K(f), jerje K(f) = R,
stoga f nije surjekcija.
Zakljucujemo da f nije bijekcija.
Primijetimo, zadana funkcija f(z) = 2 + 2z + 2 je bijekcija jedino ako je
K(f) = Im f = [1,450) A (D(f) = [~1,400) V D(f) = (=00, 1]).
Drugim rije¢ima, funkcija f(z) = 22 + 2z + 2 je bijekcija jedino ako je

f:[-=1,400) = [1,+00) ili f: (—o0,—1] = [1,+00).
16. Ispitajte jesu li sljedece funkcije injekcija, surjekcija, bijekcija ako je:
(@) [*N=Z, f(z)=—x;
b) g:Z—7, glx)=1z—4
() h:Z—Q, h(z)=
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(d) j:7Z— Ny, j(x) =2
a) [ jeinjekcija, nije surjekcija, nije bijekcija;

b

c

Rjesenje: (a)

(b) g je injekcija, surjekcija i bijekcija;

(c¢) h je injekcija, nije surjekcija, nije bijekcija;
(d) j nije injekcija, nije surjekcija, nije bijekcija.

17. Ispitajte jesu li sljedece funkcije injekcija, surjekcija, bijekcija ako je:

(@) f:N—=N, f(z)=2016x— (x —2017);

(b) g:Z—N, g(z)=2*+3;

(¢) h: N—=Z$, h(x)=2>-1, gdieje Z§ ={r€Z|x>0};
(d) j:N—=Z, jz)=4—2%

() k: N—>R, k(z)=2?—4r+4.

18. Navedite i argumentirajte primjer funkcije:

(a) f:N— N koja je injekcija i nije surjekcija;
(b) g: R — N koja je surjekcija i nije injekcija;
(¢) h: N— R koja nije injekcija ni surjekcija;
(d) j:7Z — R koja nije bijekcija;

(e) k: N — N koja je bijekcija.

19. Argumentirajte postoje li za funkcije f: Q — R i g: Z — N sljede¢e kompozicije
funkcija fo f, gof, fog i gog uzpretpostavkudaje Imf =R i Img=N.
RjeSenje: Primijetimo da je D(f) = Q podrudje definicije funkcije f i da je
D(g) = Z podrucje definicije funkcije gte daje Im f =R, Img = N.
Zakljucujemo:
Im f ¢ Q, stogakompozicija f o f nije definirana;
Im f ¢ Z, stogakompozicija g o f nije definirana;
Img C Q, stogakompozicija f o g je definirana;

Img C Z, stogakompozicija go g je definirana.

2 1
552——7—4 igx)= yp tako da su kompozicije go f i

f o g definirane. Ispitajte vrijedili go f = fog.

20. Neka su zadane funkcije f(x) =
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Neka su zadane funkcije f(z) = 2? i g(x) = /= tako da su kompozicije go f i fog
definirane. Odredite kompoziciju funkcija go f i f o g.

Neka su zadane funkcije f(z) =2*+2x+1 i g(z) = /z — 2 tako da su kompozicije
fof, fog, gof igog definirane. Odredite kompozicije funkcija fo f, fog, go f
igog.

Odredite kompozicije funkcija fo f, fog, go f i go g uz pretpostavku da su one
definirane ako je:

(a) f(z)=22%—3x+2, g(z)=2%
(0) f(z)=e, gla) =20+ 1.

Odredite prirodno podrucje definicije realne funkcije f ako je:

(a) f(x)= % ++/(goh)(x) gdieje g(x) =2>+2+6, h(z)=x+1;
) fo) =2 SGoR@  adieie gle) = o —x 6. h(@) =+ 1
(c) flx)= cosi:c;—_—gl(i) +1In((go h)(x)) gdieje g(x) = —2* + Tz — 6, h(z) = = + 2.

Pritom se podrazumijeva da je definirana kompozicija g o h.

Odredite inverznu funkciju funkcije f ako je:

(@) f[:R—=R flz)=3x—-T7;
b)) f[:R—=R f(z) = 42® + 2;
() f:RS =Ry flx) = 2%

(

Neka su zadane funkcije f,g: R — R:
(a) f(z)=2x+51 g(z) =4z —5;
(b) f(x)=3x—T71 g(x) =2z +6.

Odredite funkciju h = g o f. Dokazite da je funkcija h bijekcija i odredite A~ (z).

Neka su zadane funkcije f: R - R, f(z)=22+52 i g: R— R, g(z) =z +2.

Argumentirajte postoji li inverzna funkcija funkcije g i jesu li dobro definirane kompozi-

cije fog i go f, apotom, ako je moguce, odredite sva rjeSenja jednadZbe:

(a) g7'(x) = (fog)(x);
x

g !
(b) g7 (x) = (go f)(=).
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Rjesenje:
Funkcija g je bijekcija, stoga postoji inverzna funkcija funkcije g te je:

g ' () =2 —2 (dokazati za viezbu).

25
Uvjerite se daje Im f = [_Z7+OO>’ Img=R, D(f) =R, D(g) =R.
(a ) Img CD(f), stogaje definirana kompozicija f o g. Time je jednadzba
“Yx) = (f o g)(x) dobro zadana, a njezino jedino rjesenje je: ¥ = —4.
(b ) I m f CD(g), stogaje definirana kompozicija g o f. Time je jednadzba
) = (g o f)(x) dobro zadana, a njezino jedino rjesenje je: T = —2.

28. Neka su zadane funkcije f: R =R, f(z)=2>+3z i g: R = R, g(z) =z — 5.
Argumentirajte postoji li inverzna funkcija funkcije ¢ i jesu li dobro definirane kompozi-
cije fog i go f, apotom, ako je moguce, odredite sva rjeSenja jednadZzbe:

(a) g7 (z) = (fog)(x);
(b) g7 (x) = (9o f)(x).
Rjesenje:
Funkcija g je bijekcija, stoga postoji inverzna funkcija funkcije g te je:

g '(z) =x+5 (dokazati za vjeZbu).

9
Uvjerite sedaje Im f = {_Z’+OO>’ Img=R, D(f) =R, D(g) =R.

(a) Img C D(f), stoga je definirana kompozicija f o g. Time je jednadZba
g ' (z) = (f o g)(x) dobro zadana, a njezina rjeSenja su:
rp =4 — 11, 29 =4+ V11.

(b) Im f CD(g), stogaje definirana kompozicija g o f. Time je jednadzba
g 1 (z) = (go f)(x) dobro zadana, a njezina rjeSenja su:
$1:—1—\/ﬁ,l’2:—1+\/ﬁ.

29. Odredite prirodno podrucje definicije i podrucje vrijednosti realne funkcije realne varija-
ble tako da ona bude bude bijekcija, a potom odredite njezinu inverznu funkciju:

(@) f) =
2¢ — 5
(0) flo)=—""3
(¢) fla)=2a%
(d) flz)=2’-2
(e) f(x) = (z—2016)*"7;
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/0T — 3
20 +1
h _ 5
Rjesenje:

(@) DY) =B\{0}, Tm [ =B\{0}, [ (@)=

) DU =R(=3}, I f=R\{2}, f0) = ———
() D(f)=R, Imf=R, [ ()=

(d) D(f) :Ra [mf:Ra f_l(-z') = V3$+2;

(e) D(f) =R, Imf=R, flz)= *Vr+2016;

() DU =R, Imf=R )=

() D) =R}, s =R{3} ) =

i) D =R\ (-5}, Imf=m\{{3}. @=L

30. Odredite prirodno podrucje definicije i podrucje vrijednosti realne funkcije realne varija-
ble tako da ona bude bude bijekcija i odredite njezinu inverznu funkciju ako je:

(a) flz)=a%

(b) flo)=a"+1;

() flx)=2"+5bz+6;

(d) f(x)=—2®+6x — 11
Rjesenje:

(a) Tjeme parabole je u tocki 7' = (0, 0) i parabola je okrenuta otvorom prema
pozitivnom dijelu y-osi. Moguca su dva rjesenja:
L. D(f) =R, Imf=RS, fla)=+vz il
2. D(f) =Ry, Imf=Ry, [ (z)=—Vz,
gdje je R =[0,+00), Ry = (—00,0].
(b) Tjeme parabole je u tocki 7" = (0, 1) i parabola je okrenuta otvorom prema
pozitivnom dijelu y-osi. Moguca su dva rjesenja:

L. D(f)=R{, Imf=][l,+o0), f'z)=vVz—-1 il
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2. D(f) =Ry, Imf=][l,+0), f'(z)=-Va—1.

(¢) Tjeme parabole je u totki 7' = (—2, —1) i parabola je okrenuta otvorom

prema pozitivnom dijelu y-osi. Moguca su dva rjesenja:
1. D(f) =(—o0,=5], Im f = [}, +00),

fHe)=Jz+3 -2 ili
2. D(f) =[5, +00), Im f = [-1,+00),
fla)=—\/r+1-3

(d) Tjeme parabole je u to¢ki 7' = (3, —2) i parabola je okrenuta otvorom
prema negativnom dijelu y-osi. Moguca su dva rjeSenja:
1. D(f) = (—00,3], Im f = (—o0,—2],
Fla)=v—z—2+3 ili
2. D(f)=[3,+c0), Imf = (—o0,—2],
F(2) = —/ "7 =243,

Za vjezbu: uvjerite se da je u svim slucajevima funkcija f bijekcija.
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11.5 Matematicka indukcija

1. Koristeci se metodom matemati¢ke indukcije dokazite da za svaki n € N vrijedi:

(@ n(n2—|— 1);

) 14243+ --+n=

b) 1+3+5+--+(2n—1)=n%
)
)

(
(

c) 24+446+---+2n=n(n+1);

(d) 2+16+56+ -+ (3n—2)-2" =10+ (3n — 5) - 2"*+1;
3n+7

() 5+8+11+---+(3n+2):%.

2. Koriste¢i se metodom matemati¢ke indukcije dokazite da za svaki n € N vrijedi:

(@) =3+3+9+ -+ (6n—9)=3n>—06n;
(b) —14+3+7+---+(4n—5) =n(2n—3);

() =3-T—-1—-—(n-1)=-n(2n+1)
@) PaPigsgpe_ MDD,
6 b

2

(e) 13+23+33+---+n3:(—"(”;1)>.

3. Koristeéi se metodom matematicke indukcije dokazite da za svaki n € N vrijedi:

1
(@) 12—22432— ... 4 (=1)"1p2 = (-1 n(n2+ );
(b) 1-2+2-3+3.4+...+n.<n+1):”(”+1§(n+2);
(¢) 0'1+1‘2+2-3+~-+(n—1)-n:”<”_1§(n+1);
(d) 2-12+3-22+4-32+...+(n+1).n2:"(”+1)(3n2+7n+2)
12 :
n n?® nd
4. Dokazite da vrijedi <§+7+E) €N zasvaki n e N,

5. Koristeéi se metodom matematicke indukcije dokazite da za svaki n € N vrijedi:

(a) 1+g+i+...+£—2_n+2-
2 4 16 2n on
W Ly 2,3 3 w8

3 32 33 3" 4 4.3n°
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(0) 1 n 1 L 1 S 1 n—1
c — :
1-2 2-3 3-4 (n—1)-n n

1 _n
2n—1)-(2n+1) 2n+1

1 1
d) — 4 —— ...
@) T3+357" 1

6. Koristeci se metodom matemati¢ke indukcije dokaZite da za svaki n € N, n > 2 vrijedi:
1 1 1 1 n—1

2 toatsat YTy T

7. Koristeci se metodom matemati¢ke indukcije dokaZzite da za svaki n € N vrijedi:
1 1 1 2
1—=)-(1==)- (1= _nte )
4 9 (n+1)2 2(n+1)

8. Koristeéi se metodom matematicke indukcije dokazite da za svaki n € N, n > 2 vrijedi

sljedeca nejednakost:
1 1 1 13

ntl nte2 U Ton T or

9. Koristeci se metodom matemati¢ke indukcije dokazite da vrijedi sljedeca nejednakost:

(@) 2" > (2n+1) zasvaki ne€N, n > 3;
(b) 2™ > bn zasvaki ne€ N, n > b;
(c) 2" >n? zasvaki n €N, n > 5;
(d) 3">(2"+3n) zasvaki neN, n>3;
(e) 2" > 10n? zasvaki n € N, n > 10;
(f) 3" >nt zasvaki ne€ N, n > T,
(9) n®*>Bn+3) zasvaki ne€N, n> 2.

10. Koristeéi se metodom matematicke indukcije dokazite da za svaki n € N vrijedi sljedeca
nejednakost ako je:

(@) n<2m

(b) n!>2nt

() 2™ < n! zasvaki n € N, n > 4;
(d) (2n)! >3"(n!)? zasvaki n €N, n>5.

Komentar: n!=1-2-3---(n—1)-n (n! Citamo: en-faktorijela).
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11. Koristeéi se metodom matematicke indukcije dokaZzite da za svaki n € N vrijedi:

(a) 2] (n*+mn);
() 3] (n’+ 2n);
(¢) 6] (n®+11n);
(d) 11](23™—1);
(e) 5 (28"%6 +1).
12. Koristeéi se metodom matematicke indukcije dokaZzite da za svaki n € N vrijedi:
(a) T](6*"+1);
(b) 10 (3"*2 4 1);
() 3] (5" +2");
(d) 7](1"—4m);
(e) BT | (72 4 82 Fl),

13. Koriste¢i se metodom matematicke indukcije dokaZzite da za svaki n € N vrijedi:

(a) 12 (3% 4+ 15);

(b) 9| (4" + 15n — 1);

(C) 17 | (25n+3 + 57 3n+2);
(d) 8] (113" +3-7" —6);
(6) 37 | (2n+5 . 3477, + 53n+1>.
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11.6 Matrice i determinante

1
1. IzraCunajte 2 A + 3 B — C ako je:

15 —2 ~3 0 12 10
A‘[—so 2]’ B_{m 1 0}’ C‘[—?
-5
5 |

1
2. IzraCunajte 3 A + 5 B ako je:

Rjesenje: [ _Z

wWIN DN

%0—%3 -2 0 2 -10

A=|3 2 0 1|, B=|-8 -4 0 -6

2 -3 % -2 2 -4 6
0000
Rjesenje: | 0 0 0 0O
0000

3. IzraCunajte A +2B — C ako je:

1 2 2 1 2 1 0
A=]013|, B= 0O -1 -1, C= 0
30 2 -3 2 2 -3
30 O
Rjesenje: | 0 4 0
00 —2
-3 0 00
4. IzraCunajte A+B i A—B akoje: A = 8 g _(1) 8 , B=
00 05
5 000 -1 0
o 105 00 B 0 —1
Rjesenje: A + B = 005 0l A-B= 0 0
0005 0 0
2 -4 6
5. Izratunajte A + A7 akoje A = 5 27
-1 0 4

8 5
-2 1

= Ot O

o O O

OO W~

S O Ww o

|

o OO O

o O O O
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4 1
Rjesenje: 1 4
5 7

6. Zadane su matrice A =

(a) 2A +B7,
(b) AT —2B.

Rjesenje: (a)

7. Za zadane matrice A =
-1 -3 1
—4 1

iD:[_2

5
7
8
31
-1 2 1B:[_§(1)
01
8 1
w2
15
1 2 3 -1
3 4(,B=|2 -1
-1 1 3 —1
izraCunajte:

() BA-5CT)+ (4B -2D7),
(b) 2AT —4BT +3(—2C+5D).

8. IzraCunajte sljedece produkte matrica:

@ ]

o[t

3 ’

1 [ 7 —4].
| -5 3
[1 -3 2

3 —4 1 1;
| 2 =5 2

3 1 =2

3 —2 4 |;
-3 5 -1

1 2 3

1 2 3

1 2 3




11 ZADACI ZA VJEZBU

Rjesenje:
10 43 —24 16 =35 16
@ 1o 1 p® g g9 P @] -7 22 7T
9 —-11 1
9 00 000
@ | 09 0l:e 000
-3 5 8 0 00
9. Kakva je matrica C = AB ako je:
[1 2 3 —1 10
@ A=|411]|,B=| 2 -2 0 |;
210 2 3 4
1 0 0O 0 1 2
b A=|2 -1 1|, B=|-3 -3 4
10 -1 -2 -2 3
Rjesenje:
9 6 12
(a) C=105 4 je gornja trokutasta matrica;
00 O
0 1 2
byc=113 3 je simetri¢na matrica.
2 3 -1

2 3
1 0
(@ [1 =25 3]-1, 4|
1 =5
- 2 1
15 2
(b) }~0—1;
13 86 L o
TR 2 10
@ |5 1ol | 0-11]
- -1 21
1 -1 3 2
(d)égf] 405 1|
-2 320
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0 1 3 .
3 -1 2

€ 19 1 o _?
5 10 —2

Rjesenje: (a) [ 13 85 (b) {1;1 __13}; (c) {i I _H;

—1

AT

0
27
11. Izracunajte sljedece produkte matrica:
1 -3 2] [2 5 6
(a) 3 -4 1 1 2 5 1;
|2 -5 3] |13 2
(5 8 —4] [3 25
(b) 6 9 -5 4 -1 3 |:
47 =3] |9 6 5
2 —1 3 —4 7 8 6 9
(0) 3 -2 4 -3 _ 5 7 4 5 |
5 —3 =2 1 345 6|
| 3 -3 -1 2 2 1 1 2
[ 5 7 -3 —4 1 2 3 4
(d) 7 6 —4 -5 2 3 45
6 4 -3 -2 1 3 5 7]
| 8 5 —6 -1 2 4 6 8
1 5 =5 11 =22 29
Rjesenje: (a) | 3 10 0 [; (b) 9 —27 32 |;
|2 9 -7 13 —17 26
[ 10 17 19 23 8 6 4 2
17 23 27 35 5 0 =5 -10
@ 11612 o2 @D]| 77 7 7
| 7 1 3 10 10 9 8 7
6 2
12. Za zadane matrice A = 2.0 , B= 2 -1 0 ,C=|1 -1 ] 1
-1 3 1 0 -5 0 4

0
D=2 odredite sve moguce produkte dviju matrica.
8

S DN Ot
i
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Rjesenje:
[ 4 -2 0 11 5 -2 8 =5
AB__l 1 —15}’BC_{6 22}’BD_{—405 —4}’
[ 14 —6 —10 10 6 5 =9
CB = 1 -1 5 |; CA= 3 =3 |;DC=]14 —-26
| -4 0 20 4 —12 48 12

13. Neposrednim mnoZenjem uvjerite se da vrijedi (AB)? = BT AT ako je:

2 —1
A:B _[1) _?,} B=|0 2
1 -1

14. Neposrednim mnoZenjem uvjerite se da vrijedi (ABC)? = CT BT AT ako je:

@ a=| 3] oB=]3 5] o= 107

-3 1 5
) A=[2 3 -1], B=| 21|, C:[ }
1
-2 3
15. Neka su zadane matrice:
_ 2 —1
(a)A=§_$_§,B:02;
L 1 -1
[ 3 -1 2 2 1 —1
b) A= -1 0 2], B= 31 2
2 —1 1 -1 0 4
Izratunajte AB, AT B?, BT AT, BA.
3 -1 2 2 1 -1
16. Za zadane matrice A= | —1 0 2 | i B= 3 1 2| izracunajte
2 —1 1 -1 0 4
3ATBT —5BT AT,
1 0 4 Lo
17. Izradunajte (2AT +B)- A akoje: A = , B= 1 5
-1 -1 1 5 _o9

163



11 ZADACI ZA VJEZBU

04 3 =2 (15 8 ;11
18. Nekasuzadanematrice A= | 1 0 3 2| i B= 5 1 0
321 0 00 0
Izracunajte —4(AB)T i 2(BA)T.
-2 -1 1 0
) . 9 2 —4 5
% 2 _
19. IzraCunajte A” akoje A = 3 0 4 _5
-6 -2 4 =2

20. Pokazite da matrica A = [ a b } zadovoljava jednadZbu

c d
A2 —(a+d)A+ (ad —be)I =0,

gdje je I jedini¢na matrica, a O nul-matrica reda 2.
. 9 ) 3 2 e ey .
21. IzraCunajte A —4A +51 akoje A = L gdje je I jedini¢na matrica reda 2.

22. Nekaje f(z) = 2% — 223+ x — 1. Odredite f(A) ako je:

<a>A=[§§];

1 2
wa- 2]
010
() A=]0 0 1
000
1287 3 =107,
Rjesenje: (a) f(A) = 0 29}, (b) f(A) = {5 3],
[ —1 1 0
(€ f(A)=] 0 -1 1
| 0 0 -1
23. Odredite f(A) ako je:
1 -2 3
(a) f(x)=32*—=2x+5, A=|2 —4 1 |;
3 =5 2
5 2 =3
(b) f(x)=a2*—T2*+13z -5, A=|1 3 -1
2 2 -1
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21 =23 15 0 00
Rjesenje: (a) f(A)=| —13 34 10 |; (b) f(A)=|0 0 O
-9 22 25 0 00

24. Provjerite vrijedili f(A) = O (gdjeje O nul-matricareda 3) akoje A =
i f(x)=a%—42° + 5x + 4.

25. Neka su zadane matrice A = [ _g ?} i B= [ L =5 }

Odredite matricu X za koju vrijedi da je:
(@) 2A+3X =1,
(b) 3A—-2X =B.

Pritom I oznacava jedini¢nu matricu reda 2.

_5 4 4 U
Rjesenje: (a)X:[ 1 {’];(b)X:[ 2}.
3 73 —4 0
26. Za zadane matrice A:[_; g}, B:[_l O}, C:[
odredite matricu X takodavrijedi 5A —-2B+4X =6C —3A.
) 2 1 11 2 3
27. Za zadane matrice A—{_5 _4], B—[O 0}, C—[Q 4]
odredite matricu X takodavrijedi A +2B -3X+5C=B+ 1L

Pritom I oznacava jedini¢nu matricu reda 2.

28. IzraCunajte determinantu drugog reda ako je:

@ |5 7|

R I
(c) 2—_3? —6i2¢ :
(d) 2aa_—bb Qaa—:_ bb :

W = N
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14+a®> 2a—2

1—a2 1+a%2 |.
(e) 1+a 1—a? |’

1+a2 1+a?

sinx  cosx
(f) —cosx sinz |
(9) 2cosx 2sinz
g sinx coszxz |

Rjesenje: (a) —46; (b) 17+ 32i; (¢) —2+ 49i; (d) 3a?; (e) 2
(f) 1; (g9) 2cos2z.
29. Rijesite sljedece jednadzbe:
x—2 -2

(a) 3 11—z =0

A+1 A .
() 4—3\ =5 '_115’

1—X 3\2—4)\ 9
(¢) N )\+1’—1+6)\.

RjeSenje: (a) x1=—1, x9=4; (b) \y = =5, Aa=38; (¢) \y =0, A =—1.

30. Primjenom Sarrusovog pravila izraCunajte sljedece determinante treeg reda:

2 1 -1
(@) |3 1 =214
1 0 1
-2 3 1
(b) 3 6 21;
1 21
1 2 3
(¢c) 12 3 41,
345
013
d |2 3 5]
3 50 7

Rjesenje: (a) —2; (b) —7; (¢) 0; (d) 4.
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31. Primjenom Laplaceovog razvoja izracunajte sljedeée determinante treceg reda:

2 8 0
@ [0 0 —6|;
1 —4 2
1 1 1
b)) |1 a a [;
1 a® a?
1 1
(¢) [ a b c|;
a’> b 2
x Y r+y
(d) Y r+y x
r+y y

Rjesenje: (a) —96; (b) 0; (¢) (b—a)(c—a)(c—0b); (d) —2(x3 +y?).

32. Primjenom Laplaceovog razvoja izracunajte sljedee determinante Cetvrtog reda:

400 5
0450
(@ g 54 0
500 4
009 1
00 8 2
® 1907 3]
12 3 4
115 4
102 —1
©@ 1o 03 of
00 2 —4
3 1 24
0 0 —1 6
@ 15 1 31|
29 -2 31
2.3 20
50 —3 2
(e) 40 15/
16 21

Rjesenje: (a) 81; (b) 0; (¢) 12; (d) 75; (e) 102.
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33. Primjenom Laplaceovog razvoja izracunajte sljedece determinante:

(@)

QL W~ OO

oL O o8

S0 OO O NN

O Toow 9

OFTF N O~ O TN O OO

5

QW N

o2 ococoo @uoe

Rjesenje: (a) abed; (b) abed; (¢) xyzuv.

34. Izracunajte sljedece determinante:

(a)

0
-1
0
0

\V)

S GG O s S S G G GGG o S s S

— = = O

_ = O =

1

0
0
0

—1

2
0
0

—1

-1

—1

0
0 .
ik
0

~1
2 .

—170
2

Rjesenje: (a) 1; (b) 9; (¢) 0; (d) 1; (e) —3.
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35. IzracCunajte sljedece determinante:

0111

1 011

b

1101
1 110

1333
313 3]

b

33 13

33 31

(@) —=3; (b) —=8; (¢) —80; (d) 40.

Rjesenje:

36. IzraCunajte:

—2 -3 —4

1

0

—3
(a) —24; (b) —200; (c) 42.

-3

Rjesenje:

37. IzraCunajte:
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9

=0.

A
A
z+1
x
x
x+3

1
2 01
-2 0 2
-2 10

T
1+z
T
T
24x

T
(a) x1==2,29=0,23=2; (b) x=2; (¢) x =1,

(d> T = _37 To =

1
(a) 115; (b) —12; (¢) 8.
(f) @

3
10
r 2|=0;
1 =z

A
x
1+
x

x
4 2 0 0

0

1+«

0 3 2z 30
00 2 z 4
00 01 =z

x
2
0

Rjesenje:
Rjesenje:

38. Rijesite sljedecu jednadzbu:
(f)

3;

—1, 373:]., Ty =

2, Is = 4.

() 1= -3, 2

BN
aella}

—2, T3 = 0, Ty
170

_47 T =
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39. Izracunajte inverznu matricu matrice A:
(2 —1]
'3 0
-1 3],
2 6]
3 81
7

(12 1
-3 5

3 -1
12 13 |

(a) A=

40. IzraCunajte inverznu matricu matrice A:

— COS ¥

9

sina cos«
sino |

2 3
3 4 |;
4 5
-3 1 -1
10 1]1;
-2 2 3
1 -4 8
3 =2 41,
4 —6 12
2 5 7]
6 3 4 |:
5 —2 =3 |
3 -4 5]
2 -3 1 |:
3 =5 —1 |
2 7 3
39 4 |;
1 5 3
1 2 2
2 1 =2 |:
2 -2 1|
1 2 -5
1 -3 3 |;
1 1 -2
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41. Odredite inverznu matricu matrice A:

21 2 2

2 21 2

2 2 21

42. Primjenom Gauss-Jordanove metode odredite inverznu matricu matrice A:

1
o -+ ™ .
o o —
. . . . o ™ N oo o -
oo oo o 0111‘1_140 14 cocooco
oMo o oo — — - O o — < oo
™ — = — O o O
cCoNO — —HO — o o [ — <t o oo
oo o —H —H OO OO O ™~ —H —~H o O O O OO
L L 1
Il Il Il
—~~ —~ \nll.u/ —~ S —~
3 = O <) O =
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43. Izratunajte D! akoje D=A +2B-C i

1
0
3

1 2 3

41 1],
(210

1 0 0
2 —1 1
1 0 -1
[1 -3 2]
3 —4 1
2 -5 3
[ 5 8 —4 ]
6 9 —5
47 =3

1 2 1
0 —1 —1
-3 2 2
-1 1 0]
2 -2 0
2 3 4]
0 1 2]
-3 -3 4
-2 -2 3
2 5 6
1 2 5 1;
1 3 2
3 25
4 -1 3 |.
9 6 5

45. Izratunajte C~! akoje C = ATB i

3 4
(Cl) A_|:5 7:|7
[ 4 2 3
) A=| 4 -5 2
-2 31
[ 2 10
() A=| 11 2
-1 2 2
3 —2 -1
d A=]4 -1 -3
2 -1 -1

7T —4
)

1 -3 2
3 —4 1 1;
2 =5 2
3 1 =2
3 =2 4
-1

— =
N DN DO
W W W

46. Izratunajte D~! akoje D =ABC i

3 4
5 7

|

ol

3 0
01

| c

|

7
)

—4
3

wWw o O

|

= Ot O
0 = o



11 ZADACI ZA VJEZBU

47. Neposrednim mnoZenjem uvjerite se da vrijedi (ABC)™! = C!'B~! A~! akoje
1 2 2 —1 01
S EEI I FR A
48. Izratunajte matrice C=AB i D=BA, apotom C~! i D! ako je:

] (2 —1
(a) A= L 0_2}, B=|0 2

2 -1 3 R
[ 3 1 2 2 1 -1

® A=|-1 02|, B=| 31 2
2 11 | -1 0 4

49. Rijesite matri¢nu jednadZzbu A X =B akoje A = [ ; i } , B= [ g g }

50. Rijesite matri¢nu jednadzbu A X B = C ako je
3 —1 5 6 14 16
a=[3 %) m=[28) e 15 0]

51. Rijesite matri¢nu jednadZzbu:

52. Rijesite matri¢nu jednadZbu:

() AX=B+2I akoje A:{_g _é] iB=| 0];

(h) XC=7I+D akoje C:H _i] iD:[O 5].

53. Rijesite matri¢nu jednadZzbu:

(a) (A—2B)XC=A akoje

13 -1 0 2 3
S ER R R AR

174
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(b)) (A+2B)XC=(B+1I) akoje

A_:

() AX(B+2I)

A —

(d) I-B)X=AC akoje A:[

(e) X(I+B)=AC akoje A:[

[ 3

2 1 1
Bk
2C akoje

1 -1

2 —1]’B_[—1

3 2

0 5

-3
4

Pritom je I jedini¢na matrica reda 2.

01
54. Rijesite matri¢nu jednadzbu (A —2I)X =A +1 akoje A= |2 3
10

gdje je I jedini¢na matrica reda 3.

(a) (A—2I)X =B

(b) X (A —5I) =BT

(¢) X(B+3I)=CT

(d) 21+ A)X =B7

55. Rijesite matri¢nu jednadzbu:

ako je

ako je

ako je

ako je

() B—2I)X =(C—-I)" akoje B=

Pritom je I jedini¢na matrica reda 3.

1] 2 3
0_’C_ 24}’
0 ] 1 5
o_’C_ 4—5}’

1, -1
,B_§M—HLC_[2

)

-1
—4
0

4 1
0 2
11

—1

-2

—1

2

B=(AT-T), ©

o

2
41,
1
-7 5 3
B=| -2 2 2
-9 75
1 -2
B=| -2 3
0 -1
2 3
C=|-1 -1
-1 1
[ 2 3
B=|-1 4
0 -1
1 0
, C=|5 —4
2 1
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56. Rijesite matri¢nu jednadZbu:

(a) X(A—-B)=(C-I)T akoje

1 0 37 —-10 7 11 2 2 -2
A = 3 -1 4|, B=|-18 13 21|, Cc=| -1 0 2 |;
-2 1 0| | 3 -2 -3 -2 0 2
(b) (BA —2B)X =CT +1 akoje
1 2 4] [ 0 -1 6 0 -1 0
A=|-10 -1|, B=|-1 1 =31, C= 0 1 1/|:
42 1] 2 -2 2 -1 0 2

() XA =B*-C akoje

1 2 =31 1 2 3 8 18 22
A = 01 2|, B=|241/|, c=1|11 20 15 |;
| -10 1 |1 35 10 30 32
(d) AX=B?-4B akoje
2 3 2 3 —1 2
A = 1 01|, B=|-1 0 2
-1 10 2 —1 1

57. Rijesite matri¢nu jednadzbu A~'XB~! = ABCD? A? uz pretpostavku da su A i B
regularne kvadratne matrice reda 2 takve da vrijedi A?-B =1 (I je jedini¢na matrica

reda 2), gdje je
1 0 -1 0 1 -3
C{Ql 0]’ D_{l—l 1}'

58. Rijesite matri¢nu jednadzbu A~' X B! = B2CD? A B uz pretpostavku dasu A i B
regularne kvadratne matrice reda 2 takve da vrijedi AB? =1 (I je jedini¢na matrica
reda 2), gdje je

2 1 0 11 0
C_L 0 —1]’ D_{—1 2 —2}

. . 0 0 1 -2 . 1 -2
59. Odredite rang matrica A = {0 0], B—{_S 6] 1 C—[_g 4]'

RjeSenje: v(A) =0, r(B) =1, r(C)=2.

60. Odredite rang matrice:

(@) A=[§ ‘H;
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- — ™

e T

— ™M © “n N <H <

n o | 1 | _

N <t ©

— O — N — N — N

_ _ — o _ _ ..

| I R S _|__|_.K
=

Il Il Il I Il D

< < < < < X
R

— \mv/ —~ — —~

SC) = L =

(a) r(A) =2; (b) r(B) =2; (¢) r(C)=1; (d) r(A)=2;

61. Odredite rang matrice:

. — — o
n o~ |
o <t 1o o — A
N — N — O ™
| ™o <
M =N O N
NSO A m _ —
L
I Il Il Il
< < < <
— —~ —~ s
S = L =

Rjesenje:

62. Odredite rang matrice:

1

-3 16

2

177
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6

2

0
4

-2 15 8

3
2

0 14 8

1

4

0
-2

213

A:

Rjesenje:

(a) r(A)=2; (b) 7(A)=3; (¢) r(A)=2; (d) r(A) =3; (e) r(A) =2.

4
)

1
—1

-1 2 0

1 2 3

.
I I |
REEOCHECHEE I ST
nw—Hmoe T e T®

_1 _
NN~ P T A
— [

-1 2 3

0

63. Odredite rang matrice:

A_:

64. Odredite rang matrice:

-1
-2 |
-3’
—4

-1 0 2
-2 0 4
-3 0 6
-4 0 8

1
2
3
4

178
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65.

66.

67.

1 2 3 4
01 -1 2
by A=]13 2 6 |;
27 3 14
|23 7 6
[ 2 3 1 4 -1
-2 -1 01 5
(c) A= 1 2 =31 0|;
3 -2 -1 0 —
| 4 2 36 1
[2 2 4 -3 1 2
1 -2 2 5 6 7
(d) A= 31 6 2 5 9|
| 5 10 18 =7 10 15
[ 32 43 1 -1
24 31 -1 3
(e) A= 01 23 7 -1
31 31 -1 7
| -1 3 -1 7 0 2
-1 2 1
Odredite vrijednosti parametra A € R, tako da rang matrice A = 2 A =2
3 —6 -3

bude jednak: (a) jedan; (b) dva; (c) tri.
Rjesenje:
(a) za A= —4 je r(A) =1; (b) za svaki A € R\{—4} je r(A) =2;
(c) ne postoji A € R takav daje r(A) = 3.

-1 2 1
Odredite vrijednosti parametra A € R, tako da rang matrice A = 2 A 2
3 —6 —3
bude jednak: (a) jedan; (b) dva; (c) tri.
Rjesenje:
(a) ne postoji A € R takavdaje r(A) =1; (b) za svaki A € R je r(A) = 2;

1
(c¢) ne postoji A € R takav daje r(A) = 3.

Odredite vrijednost parametra x € R, tako da vrijedi:

2 x —6
(a) r(A)=1 akoje A= | =5 10 15 |;
-1 2 3
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2 -4 6
(b) r(A)=2 akoje A= | —1 2 x
5 —10 15
x 14 8 5
68. Neka je zadanamatrica A= | 6 5 4 3 [. Odredite vrijednost parametra z € R,
2 40 -1

tako da je r(A) = 2.
Rjesenje: zax = 14 je r(A) = 2; zasvaki = € R\{14} je r(A) = 3.

5 11 13
1 3 1
9 19 25
1 2 3

69. Neka je zadana matrica A =

> O N -

tako da je 7(A) = 3.

. Odredite vrijednosti parametra A € R,

Rjesenje: za A € R\{0} je r(A) =3; uotimodaza A =0 je r(A) = 2.

70. U ovisnosti o vrijednosti parametra A € R odredite rang matrice:

1 1 1
() B=11 X X [;
1 A2 N
(1 A+1 -1 1
) A=|2 1 A3
1 11 -6 0
[ 1 A =1 2
(¢ C=2 -1 X5
|1 10 —6 1

Rjesenje:
(@) zal=1jer(B)=1,zaA=—1je r(B) =2,
zasvaki A € R\{—1,1} je r(B) = 3;
(b) zaX =3 je r(A) =2, azasvaki A € R\{3} je r(A)
(c) zaX=3je r(C) =2, azasvaki A € R\{3} je r(C) =

3;

71. Odredite rang matrice A u ovisnosti o vrijednosti parametra o € R ako je:

2 -5 =2
(a) A= 1 -2 0
-3 7 «
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72.

73.

74.

75.

2 6 —4
b A=|-3 -7 9|;
1 11 2a

[ -4 12 o]
(c) A= 4 0 -7 |;

2 —1 -3
(1 3 4 0
d A=1{13 9 13 1—-a |;
1 -2 -3 «

[ -3 3 -1 0
5 1 5 -1
() A= o 4 _4 51

11 =5 7 a-1

-2 1 3 b2
Neka su zadane matrice A = iB=| -1 0
011
3 -1
Provjerite vrijede li nejednakosti: r(AB) <r(A) i r(AB) <r(B)
4 01 -1
o . o =1 2 0 . . . . .
Razmatrajuéi rang matrice A = 6 0 3 1 | ispitajteje li ona regularna.
7T -1 4 0

Rjesenje: r(A) = 3, stoga je A singularna matrica.

—1
0 maksimalan.
8

Ispitajte je li rang matrice A = | —

w N O
o O =
DN W =~

Rjesenje:

Primjenom korolara 8.72 slijedi da za rang matrice A vrijedi 0 < r(A) < 3.

Za zadanu matricu A je r(A) = 3, stoga je rang matrice A maksimalan.

Ispitajte imaju li matrice A = jednaki rang.

_— o O =
O = O N
—_—_ 0 O
[ T )
_ o O =

o O = O

RjeSenje: r(A) =r(B) = 3.
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11.7 Sustavi linearnih jednadzbi
1. Rijesite sljedece sustave linearnih jednadZzbi:

3![’1-’-2%’2—1’3 =0
(@) 2xy—29+323 = 0

1+ Ty — T3 = 0;

r+y—2z = 0
() 204+y+2z = 10

rT—=3y+z = =2

21’1—33324—1'3—2 =0
(¢) x1+5x9g—4a3+5 = 0
4$1+$2—3I3+4 =0

I — 21’2 + r3 = 1
(d) 21’1 — Ty + a3 = 2
332'1 — 3332 + 2%3 = 3,

T1+ 229+ 323 =
(6) 21’1 — X9 — T3 =
r1+ 3x9 +4x3 =

3r+4y —z = —
(f) dbr+3y—4z = —
dr +2y+ 3z =

|
O N O = ot

2. Gaussovom metodom eliminacije rijeSite sljedece sustave linearnih jednadzbi:

3r—y+3z = 4
(@) 6xr—2y+6z = 1

dor+4dy = 2
20 —y+ 2z = 9
(b) r+4y—8z = —18
—r+3y+52 = 2T,
r+2y+3z = 3
(©) —2r+z = -2
r+2y—2z = 3
—r+2y+12z = 1;
(E1—$2—J}3—3$4 = —16
1 — Xy = —1
(d) T3+ 2x, = 12
To+ Ty = 7.
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3. Gaussovom metodom eliminacije rijeSite sljedece sustave linearnih jednadzbi:

21‘1 — Ty = 1

(a) 3r1 — 229 + 23+ 414 = —3
—x] + X3 — 3334 = 2

—5x1 + 4x9 + 33 — 1224 = 1;

—4.231 + 3332 +x4 = 1

—433'1 + 43}2 + 2373 2

T1 — T3 — Ty = 3

—3ZL'1 + 2%2 — 31‘3 +x4 = 1

T — o +x3 = —1
—r1+x3 = 6
(C) —T1 — T2 + 2I4 = —5
T+ 2205 + 23 — 224 = 0;
31’1 — 21’2 — 51‘3 = —4
(d) r1 — 2{E2 — 7173 + 4{134 = —4
—2331 + Ty + 31’3 — Xy = —2
T4+ x4 = 7,
T+ 31’4 = 2
(6) 2.T1 + 3372 + 3+ 4%4 = 6
—To — 2I3 — 2(1]4 = =5
21’1 + 3.1‘3 — Ty = O;
1+ 209+ 223 —3x4 = —9
(f) —21’1 - 31‘2 - 31’3 + 4.174 = 12
—X1 — Xy — Ty = —5
2.’13'1 + 2o + 4%’3 — 41‘4 = —14.

4. Gaussovom metodom eliminacije rijeSite sljedece sustave linearnih jednadzbi:

51’1 + 21‘2 + 51‘3 — 61’4 =0
2$1+3£L’2—5$4 =

Tr1+ o+ T3+ x4
$1—$2+2(E3—$4 =

(a)

— o O

2.%1 + 61’2 — 51’3 + 333'4 =
5171 + 5.’172 — 3(E3 + 2%4 =
—3x1 — 229 + 63 — 4y =
31‘1 + 7ZL‘2 - 21’3 + 41)4 =

(b)

—_
WwHND Wk oo

21’1 + SZL'Q —f- 111}3 —|— 5.1]4 =
$1+l‘2+51’3+21’4 =
21‘1+£L‘2+3£L‘3+2[B4 = —
$1+l’2+33§'3+4l‘4 = —

(c)
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201 + 209 — a3+ 14 = 4

(d) 4.’131 + 31’2 — T3+ 2.%'4 = 6
81’1 + 51’2 — 3ZE3 + 41‘4 = 12

3x1 4+ 319 — 223+ 224 = 6

2371 + 5!172 + 4173 +x4 = 20

(6) T+ 3%2 + 21‘3 + x4 11
21’1 + 10£L'2 + 91’3 + 71’4 40

3x1 +8xy + 923+ 224 = 37.

5. Gaussovom metodom eliminacije rijeSite sljedece sustave linearnih jednadzbi:

333'1 — 2332 + x3 + 21’4 =1
((I) 5&31 — o + 3373 — Ty =
201 + 10+ 203 — 314 = 4

31 +4x9+ a3+ 204 +3 =
3.’L’1+5Z’2+3$3+5$4+6 =
6.’L’1+8I2+I’3+5I4+8 =
31+ Ddx9+3x3+ T4 +8 =

6x1 + 510 — 223+ 44 +4 =
9x1—x2+4x3—2x4—13 =
3x1+ 4wy + 203 — 204 — 1 =

31‘1 —9$2+2I4— 11 =

T1+To — T3 —3ry +4x5 =

(d) 3$1+I2—I‘3—I4
91 + 29 — 203 — x4y — 225 =
$1—$2—$4+21‘5 =

HONMN D000 9000

2$1+I2—(L’3—.T4+I5 =

() T — X9+ T3+ 2Ty — 205 =
31’1 + 3,1’2 — 3I3 — 31‘4 + 41‘5 =

41 + d5x9 — Drs — Dy + Tx5 =

W N O

6. Primjenom Cramerovog pravila rijeSite sljedece homogene sustave linearnih jednadzbi:

r—y+3z = 0
r+y+5z = 0

(a)

Ty + 29 +x3 = 0
(b) 31‘1 + Ty — T3 = 0
2561 + 29 = O;
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2¢—y+3z = 0
() x+4+2y—5z =
3x+y—2z = 0

o

r+2y+ 2z =
(d) bdr+4y+ 3z
4o + 3y +22 =

I
o oo

T1+ 209+ 23+ 24 =
2.T1+$2+.T3+2.T4
1+ 20+ 223+x14 =

T1+To+x3+ T4 =

()

|
cococo

7. Primjenom Cramerovog pravila rijesite sljedeée sustave linearnih jednadZbi:

2v —y+3z2 = —4
(a) r+2y—4z = 19
—3rx+4y+2z = 3;
v —2y+4z = —17
(b) 4x+3y—2z = 18
3r+y+3z = T,
2¢0 —3y+3z = 9
() 3x—->dy+2z = —4
dr —Ty+2z = 5.

8. Odredite vrijednost parametra p € R, tako da zadani sustav ima beskona¢no mnogo
rjeSenja:

(a) 2e+(p—1)y = 3
(p+1Dz+4y = =3
() pr+y = p—1
br+(p—1y = 4
2e+(p—1)y+2z = 3
(¢ (p+lz+4y+2z = =3
r+y+z = 0
pr+y+z = p—1
(d 6x+(p—1ly+z = 4
r+y+z = 0.
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9. U ovisnosti o vrijednosti parametra p € R odredite rjeSenja sustava linearnih jednadzbi:

pI1+$2+I3 =0
(@) x+prat+z3 = 0
$1+£U2 +px3 = 0;

Ty —Tg+2x3 = 2
(b) —I + 21’2 — 2.173 =0
o +pxs = 0

1+ Ty — Ty = 0

(¢) 201 — T9 +x3 = 3
—r1 — T2+ 2x3 = p;

T+ 2.’172 + 35(]3 = 0
(d) Ty + 29+ 23 = 2
—3r9 —pr3y = —2.

10. U ovisnosti o vrijednosti parametra A € R odredite rjeSenja sustava linearnih jednadZbi:

)\1’1 + X2+ T3 = 1
(a) T+ )\.732 +x3 = 1
1+ a0+ Ay = 1

X1+ Ty — T3 = 1
(b) 2%1 + 3372 + )\.T3
T1+ Ay + 313 = 2

I
w

T+ X9 +2x3 = 5
(C) 2:1}1 + 29 + 2373
3.T1 + 2(152 + 3[L’3 = )\;

I
w

(1+)\).I'1+.TIZ'2+.I'3 = 1
(d> Q31+<1+)\)$2+£C3 = A
T+ o+ (L+ Nz = N
31‘1 + (2 — )\)ZEQ +x3 = —A
(6) )\1'1 + ()\ — 1)1’2 +x3 = 2\
(AN +3)z1 + A= 1D)as+ (A +4)zs = 20+ 3.

11. U ovisnosti o vrijednosti parametra A € R odredite rjeSenja sustava linearnih jednadZzbi:

T1+3x3 — x4 = 1
(a) 21‘1 + Ty + 10.1'3 — 2)\.’13'4 = -5
—3.731 — 9.’133 + 3)\.734 = 3;
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x1+2x2+3x3—x4 =1
—X1 + o + ()\ - 6)373 — 11564 =
21’1 + 4.172 + ()\ + 6)1‘3 - 21’4 = 3,

D

)\.’L‘1+$2+l‘3+$4 = 1

I+ XNz + 2+ N +223+224 = 4

)\LUQ — )\.T3 = -1

rtretrstory = L
5$1 — 3$2 + 2%3 + 4374 = 3
4(1)1 — 2562 + 3![‘3 + 7(L’4 =1
8$1 — 61‘2 — T3 — 51‘4 = 9
Try —3xe + Trs + 170y = A
2%1 + 3%2 + 3+ 2%4 = 3
41‘1 + 61‘2 + 31’3 + 4374 = 5
6£L‘1 + 9:1)2 + 5IL‘3 + 6£U4 = 7
85[}1 + 121132 + 75[)3 + )\1‘4 = 0.
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11.8 Sustavi linearnih nejednadzbi s dvije nepoznanice

1. Prikazite grafic¢ki skup rjeSenja sljedecih sustava linearnih nejednadzbi:

r+y > 5
(a) 2v -3y < 1
ox —4y < 3
() r—2y < 1;
1
(©) 20 +4y > 3
dr —dy > 1;
r—4y < 9
(d) rT—2y > —3;

2. Prikazite graficki skup rjeSenja sljedecih sustava linearnih nejednadzbi:

ety < 2
(@) br—3y > -2
dr -3y < 3

20 -2y > -1

(b) Jr+2y < 7
—ox +2y < %;
—or—3y > —4

() 20— 3y < —3
—4xr —>dy > —06;
—r+Ty < —4

(d) Tr+2y > 5
—6r+7y < —=3;

8r —3y > -2

(e) —9z+4y < -1
—bhr—6y < —4;

1

—2x—8y < —5

(f) 20 +2y > -9
r+T7y < =3
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3. Prikazite graficki skup rjeSenja sljedecih sustava linearnih nejednadzbi:

20—y > 9

r+4y < —18
(a) —3r—8y < -7
—r+by > 2T,
r—y < 4
6r — 2y > 1
(b) r+4y > =5
Sr+4y < 2
2¢ -3y < -3
—2r+y > -2
(c) r+y < =3
-+ 12y < 7
—r+3y < —16
r—2y < -4
(d) —4dx+5y > —12
2v+3y < T,
—Tr+2y < -9
dr — 8y > —11
@ 3eysy > 7
or—6y < —4
—x+3y > A4
20+ 6y < )
(f) dor—Ty < =3
r—4y < —14.

4. Prikazite graficki skup rjeSenja sljedecih sustava linearnih nejednadzbi:

—8r+9y < —11
3r—Ty < =5

(@) —3x+8y > -3
—2r—3y > -7
Sor+9y < —12;
—br—Ty > -9

6r+ 7y > —12

(by —2x—5y < 9
-4z 49y > =2
—r—Ty < -—11;
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2 + dy
—6x + Ty
Tr 4+ 9y
-z + 11y
3x — 8y

—x — 6y
ox + 8y
—6x — 9y
3+ Ty
—57 + 8y

NIV VIANV VIANVIAA

-2+ 3y —5
6r —4y +4
—2z+4y+3
—x+Ty+95
—3x+6y+7

3r+Ty—5
—2rx+9y+4
—6x 4+ 2y +5
—6x 4+ Ty + 3
8r —3y—7

NININIV AN NIV A VIV
Cooco00 o000
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