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Sazetak

U ovom radu govori se o operacijskim istrazivanjima i programskom jeziku R. Cilj ovog
rada je predstavljanje mogucnosti programskog jezika R za rjeSavanje problema iz
operacijskih istrazivanja, konkretnije za rjeSavanje problema linearnog programiranja,
cjelobrojnog linearnog programiranja, redova ¢ekanja i problema iz teorije zaliha. U radu je
najprije ukratko predstavljen programski jezik R, a zatim su navedeni problemi iz podrucja
operacijskih istrazivanja koji su objasnjeni u teoriji i kako se rjeSavaju u programskom jeziku
R uz nekoliko prate¢ih primjera. Rad je osmisljen tako da predstavi moguénosti jezika R za
rjeSavanje problema iz operacijskih istrazivanja te kao takav moze posluziti kao priru¢nik za

koriStenje istog u tu svrhu.

Kljucne rije€i: programski jezik R, operacijska istrazivanja, linearno programiranje,

redovi ¢ekanja, teorija zaliha
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1. Uvod

U ovom radu se govori o operacijskim istrazivanjima i programskom jeziku R. Cilj ovog
rada je predstavljanje mogucnosti programskog jezika R za rjeSavanje problema iz
operacijskih istrazivanja. Konkretnije, u ovom radu predstaviti ¢e se mogucnosti
programskog jezika R za rjeSavanje problema linearnog programiranja, cjelobrojnog
linearnog programiranja, redova ¢ekanja i problema iz teorije zaliha. Motivacija pisanja ovog
rada je sazimanje instrukcija za rjeSavanje problema iz operacijskih istrazivanja te na taj
nacin osim predstavljanja mogucnosti jezika R za rjeSavanje istih, pruzanje studentima ili bilo
kome s interesom za operacijska istrazivanja skup instrukcija odnosno priru¢nik za rjeSavanje
problema iz operacijskih istrazivanja koji su ukljuceni u ovom radu.

U radu ¢e najprije biti ukratko predstavljen programski jezik R, a zatim navedeni problemi
iz podrucja operacijskih istrazivanja u teoriji i implementacija u programskom jeziku R uz
prate¢e primjere. Rad je osmiSljen tako da predstavi mogucénosti jezika R za rjeSavanje
problema iz operacijskih istrazivanja te kao takav moZze posluziti kao prirucnik za koristenje

istog u tu svrhu.

Termin operacijska istrazivanja prvi put se spominje 1937. godine kada je profesor
Blackett objavio prve radove s vojnim primjenama operacijskih istrazivanja. Tek nakon 2.
svjetskog rata pocinje primjena u drugim domenama, najprije u Engleskoj, a zatim u drugim
zemljama. Za operacijska istrazivanja 1950. godine se po€inju koristiti racunala, a razdoblje
od 1960.-1970. godine se u svijetu smatra ,,zlatnim dobom* operacijskih istrazivanja te se
1967. godine operacijska istrazivanja uvode u nastavne programe [1]. Operacijska
istrazivanja se bave proucavanjem i upravljanjem organizacijskim, tehnickim i drugim
sustavima s ciljem nalazenja optimalnih rjeSenja koja sluZze za donoSenje odluka i pracenje
njihovog provodenja. Predstavljaju primjenu matematickih, statistickih, ekonometrijskih i
drugih znanstvenih metoda na sloZene probleme. Predstavljaju i primjenu znanstvenih
metoda i tehnika za optimalno rjeSavanje problema funkcioniranja jednog sustava. To je
znanstvena disciplina koja primjenom kvantitativnih 1 kvalitativnih metoda proucava
probleme koji se javljaju pri izvodenju nekih operacija i nalazi nacine najboljeg unapredenja
tih operacija, s time da je operacija svaka djelatnost koja ima odredeni cilj [1].

Razne tehnike i metode operacijskih istrazivanja su linearno programiranje, transportni

problem, problem rasporedivanja, dinamicko programiranje, teorija redova ¢ekanja, mrezno



planiranje, teorija grafova, teorija igara, teorija zaliha, ciljno programiranje, viSekriterijsko
programiranje, nelinerano programiranje i simulacije [1], no u ovom ¢emo se radu baviti
samo problema linearnog programiranja, cjelobrojnog linearnog programiranja, redova

¢ekanja i problema iz teorije zaliha.

Za rjeSavanje problema neki od poznatih alata su Gurobi, Lindo i Cplex no to su placeni i
vrlo skupi alati, ali pruzaju besplatnu licencu za akademske korisnike. Od ostalih alata, za
linearno programiranje i mijeSano cjelobrojno linearno programiranje koriste se besplatni
alati kao §to su GNU linear programming kit (GLPK), COIN-OR, CBC, Ip solve i MINOS.
Mogu se koristiti i razni paketi u jeziku Python, kao i paketi u jeziku R [2].



2. Programski jezik R

R je programski jezik i okruZenje za statisticko racunanje i grafiku. To je GNU projekt koji

je slican okruzenju i1 programskom jeziku S koje su razvili John Chambers i kolege u Bell

Laboratories (biv§i AT&T, sada Lucent Technologies). Programski jezik R se moZe smatrati

razli¢itom implementacijom jezika S. Postoje neke
vazne razlike, ali mnogo koda napisanog za jezik S radi

jeziku R bez potrebe da se prilagodava [3].

Jezik R pruza Sirok izbor statistickih tehnika,
odnosno za linearno i nelinearno modeliranje, klasi¢ne
statistiCke  testove, analize vremenskih nizova,
klasifikacija, klasteriranje itd. Isto tako pruza i niz

grafickih tehnika te je vrlo prosiriv [3].

Slika 1 Logo programskog jezika R

Jedna od prednosti jezika R je lakoc¢a kojom se mogu proizvesti dobro osmisljeni grafikoni

kvalitete za objavljivanje, ukljucuju¢i matematicke simbole i formule svugdje gdje je to

potrebno. Velika je pozornost posvecena zadanim postavkama za manje izbore dizajna u

grafici uz to da korisnik zadrzava potpunu kontrolu [3].

SadaSnja verzija jezika R rezultat je zajednickog napora s doprinosima iz cijelog svijeta. R

su prvobitno napisali Robert Gentleman i Ross Thaka iz Zavoda za statistiku Sveucilista u

Aucklandu. Jos od sredine 1997. godine postoji srediSnja skupina zvana R Core Team koja

doprinosi pisanju R izvornog koda, a trenutni ¢lanovi su [4]:

e Douglas Bates e John Chambers

e Robert Gentleman o Kurt Hornik

e Tomas Kalibera e Michael Lawrence
o Uwe Ligges e Thomas Lumley

e Sebastian Meyer e Paul Murrell

e Brian Ripley e Deepayan Sarkar
o Luke Tierney e Simon Urbanek

e Peter Dalgaard

e Ross Thaka

e Friedrich Leisch
e Martin Maechler
e Martyn Plummer

e Duncan Temple

Lang



Za rad u R-u jedan od populatnijih okruzenja je RStudio [5] koji takoder ima i online
varijantu zvanu RStudio Cloud u kojoj ¢emo raditi u sklopu ovog rada. RStudio Cloud je
potpuno besplatan, zahtjeva konekciju na Internet te poSto je to online alat dostupan je
svugdje, a pristupa se putem preglednika. Prednost RStudia Cloud je ta Sto se napredak
automatski sprema i ¢ak kad ugasimo racunalo, a zatim se prijavimo na nekom drugom
racunalu mozemo odmah nastaviti od kud smo stali. RStudio Cloud je dostupan na sljede¢em

linku: https://posit.cloud

Da bismo koristili RStudio Cloud potrebno je prijaviti se, ako nemamo otvoren racun
potrebno je registrirati se, to je moguce uciniti preko e-maila, Google, GitHub ili Clever

rac¢unom. Izgled stranice za prijavu, odnosno registraciju je prikazan na slici 2.

posit

Don't have an account
Log In Sign Up

|

Forgot your password?

'C) Log In with Google
Log In with GitHub

@ Log In with Clever

Slika 2 Prijava u RStudio Cloud

Nakon $to se prijavimo u alat otvara se stranica sa slike 3 koja nam nudi pregled
postoje¢ih projekata koje smo kreirali, u ovom slucaju vidimo da je naveden samo jedan
projekt pod nazivom ,,Moj prvi projekt”. Buduci da se alat koristi u oblaku, ima ogranicenje
od 25 projekata po racunu, stoga ima mogucnost arhiviranja projekata koji se vise ne koriste.
Kada arhiviramo neki projekt on se trajno arhivira te tada se ne ubraja u broj projekata

racuna, arhivirane projekte je mogucée pregledati pod karticom ,,Archive® te ih je moguce



https://posit.cloud/

obnoviti bilo kada. Isto tako projekt je moguée i izbrsati, nakon cega se cuva 30 dana u

kartici ,,Trash®, ukoliko se korisnik predomisli, u suprotnom se trajno brise.

== posit Cloud

Spaces

@ Your Workspace

+ New Space

Learn

® Guide

! What's New
(') Primers

O Cheat Sheets

Help

ill* Current System Status

&) Posit Community

Info

$ Plans & Pricing

Your Workspace Content  Usage  About

8 Your Content Your Content (1)
= Archive TYPE | K v | ACCESS XK v

& Trash Moj prvi projekt

0 RStudio Project @ Private  Created Sep 11,2023 11:03 PM

&= posit Cloud

Terms  Status

Ivanjurman N

New Project v

CETEE IO

Ly@BDOoOO

© 2022 Posit Software, PBC

Slika 3 Pregled projekata

Novi projekt stvaramo klikom na gumb ,,New project” u gornjem desnom kutu. Otvara

nam se sljedeci izbornik sa slike 4, pa odabiremo opciju ,,New RStudio project™.

Ivanjurman

soRT | & New Project From Template

e New RStudio Project

. New RStudio Project
wre New Jupyter Project

O New Project from Git Repository

Slika 4 Izbornik za stvaranje novog projekta




Nakon $to stvorimo novi projekt, otvara se radno sucelje koje je moguce vidjeti na slici 5.
U gornjem dijelu prozora vidljiv je naziv projekta, koji se u slu¢aju kad stvorimo novi projekt

naziva ,,Untitled Project te da bi promjenili naziv samo kliknemo na naziv.

=positCloud e Your Workspace / Untitled Project « ciick o name your project 4 g © anjurman A
Greas File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
. © .- -~ Addins ~ R4.3.1 ~
(&) Your Workspace

Console  Terminal - Background Jobs ) Environment History Connections Tutorial —(=)
+ New Space R R4.3.1 - /cloud/project/ g #Import Dataset ~ * 126 MiB - & List ~

R - T Global Environment ~
R version 4.3.1 (2023-06-16) -- "Beagle Scouts"
Copyright (C) 2023 The R Foundation for Statistical Computing

Learn Platform: x86_64-pc-linux-gnu (64-bit)
Environment is empty
® Guide R is free software and comes with ABSOLUTELY NO WARRANTY.
You are welcome to redistribute it under certain conditions.
! What's New Type 'license()' or 'licence()' for distribution details. Files Plots Packages Help Viewer Presentation (=)

. . . . . O Folder © BlankFile - © |Upload © Delete « Rename {F ~
R is a collaborative project with many contributors.

1
P . . :
O Primers Type 'contributors()' for more information and & Cloud - project
'citation()' on how to cite R or R packages in publications. 4 Name Size Modified
O Cheat Sheets T .
Type 'demo()' for some demos, 'help()' for on-line help, or o) Rhistory 0B Sep 11, 2023, 11:37 P
'help.start()' for an HTML browser interface to help. o ! T
Type 'q0)" to quit R. % project.Rproj 2058 Sep 11, 2023, 11:37 P
Help

>
il current System Status

&) Posit Community

Info

$ Plans & Pricing

Slika 5 Radno sucelje RStudia Cloud

Kod stvaranja novog projekta u pocetku je otvorena samo konzola, u konzoli mozemo pisati
naredbe i pokretati ith. S desne strane pod karticom ,,Environment” imamo pregled svih
varijabli i njihovih vrijednosti. Ispod imamo karticu ,,Files* gdje su nam prikazane sve
datoteke u projektu, zatim imamo karticu ,Plots“ gdje se prikazuju grafovi. Kartica
,Packages™ prikazuje sve instalirane pakete, dok u kartici ,,Help* moZemo pronaéi pomo¢
oko sintakse i sl. Takoder jedan od nadina za pomo¢ je da oznaCimo miSem naredbu i

pritisnemo tipku F1.

Zelimo li stvoriiti novu R datoteku u koju ¢emo zapisati na§ kod to ¢inimo klikom na

file/new file/R Script na alatnoj traci, $to mozemo vidjeti na slici 6.

Your Workspace / Untitled Project « ciick o name your project

m Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tool:

New File ) ® RScript 08N
< Open File... %0 Quarto Doc Create a new R script
<* Open File in New Column... ;J Quarto Presentation...

Recent Files ) % R Notebook

Import Dataset ) © R Markdown...

Save S R Shiny Web App...

Slika 6~ Stvaranje nove R datoteke




Kad stvorimo novu R datoteku otvara se u srediSnjem dijelu sucelja u obliku kartice,

mozemo imati otvoreno viSe R datoteka odjednom, a pregledavamo ih kao i kartice u

pregledniku. Na pocetku se datoteka zove ,,Untitled1®, no prilikom spremanja moZemo

dodijeliti zeljeni naziv. U datoteku piSemo naredbe, pokretati ih moZemo odmah klikom na

ctrl+Enter ili kasnije tako da ozna¢imo dio koda koji Zelimo pokrenuti i klikom na ctrl+Enter,

takoder moguce je oznaciti liniju i klikom na ctrl+Enter pokretati liniju-po-liniju.

posit Cloud

Spaces

(%) Your Workspace

+ New Space

Learn
® Guide

! What's New
O primers

Q Cheat Sheets

Help

ill* current System Status

&) Posit Community

Info

$ Plans & Pricing

Your Workspace

Untitled Project « cic to name your project

File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help

O -~ ~ Addins ~
O | skripta.R
\/ - #Run  °%
1 a<1
2 b<2
3 c<-a+b
4|
4:1  (Top Level)

Console Terminal - Background Jobs

R R4.3.1 - /cloud/project/

Session restored from your saved work on 2023-Sep-12 14:23:57 UTC (3 hours a

go)

> a<-1
> b<-2
> c<-a+b
>

Source ~

R Script 2

[ ] O Ivan Jurman
R4
Environment  History ~Connections  Tutorial =0
o # Import Dataset ~ * 182 MiB ~ & List ~
R ~ (T Global Environment ~
Values
a 1
b 2
c 3

Files Plots Packages

© Folder © BlankFile ~

@B Cloud = project
A Name
L .
“ .Rhistory
% project.Rproj
O skripta.R

Help Viewer Presentation -

O Upload © Delete = Rename {3 -

Size Modified

0B Sep 11, 2023, 11:37 P
2058 Sep 12, 2023, 8:05 PV
178 Sep 12, 2023, 8:08 PV

Slika 7 Sucelje nakon stvaranja nove R datoteke, upisa i pokretanja tri naredbe

Na slici 7 mozemo vidjeti tri unesene naredbe u R datoteku koju smo spremili pod nazivom

“skripta”, kao §to vidimo datoteka “skripta.R” je navedena i na kartici “Files” u donjem

desnom uglu sucelja. Pod karticom “Console” vidimo da su sve tri naredbe pokrenute, tu bi

se takoder prikazali i rezultati $to ¢emo vidjeti na primjerima kasnije u radu, a pod karticom

“Environment” mozemo vidjeti varijable a, b i ¢ sa pridruzenim vrijednostima.




Buduéi da se varijable spremaju, ukoliko zelimo skriptu pokrenuti iznova ili Zelimo
pokrenuti neku drugu skriptu preporuca se brisanje memorije kako nebi doslo do gresaka u
racunanju u slucaju da postoje varijable s istim nazivom. Da bi obrisali memoriju potrebno je

kliknuti na ikonu metlice pod karticom “Environment”, polozaj metlice je prikazan na slici 8.

Environment History Connections Tutorial = ]
g # Import Dataset ~ ® 183 MiB ~ & List ~ -
R ~ 7} Global Environment ~ ‘
Values
a 1
b 2
(¢ 3

Slika 8  Brisanje memorije



3. Problemi iz podrucja operacijskih istrazivanja

U ovom poglavlju bit ¢e objaSnjeni problemi linearnog programiranja, cjelobrojnog

linearnog programiranja, problemi redova ¢ekanja i teorija zaliha.

3.1. Linearno programiranje

Linearno programiranje je metoda kojom se pokuSava posti¢i najbolji ishod odnosno
minimalna ili maksimalna vrijednost funkcije cilja u nekom matematickom modelu ¢iji su
uvjeti iskazani linearnim uvjetima. Tehniku linearnog programiranja je prvi razvio Leonid
Kantorovich 1939. godine za vrijeme II. svjetskog rata kako bi planirao troskove i zaradu i na

nacin kako bi smanjio troskove vojske i povecao gubitke neprijatelja [6].

Za rjeSavanje problema linearnog programiranja potrebni su nam sljede¢i podaci:

Koli¢ina resursa i koriStena za jedinicu aktivnosti Koli¢ina
Resurs Aktivnost dostupnih
1 2 n resursa
1 11 12 A1n b,
2 az1 az> Aon b,
m Am1 A2 Amn b,,
Prinos Z po
jedinici C1 cy e Cn
aktivnosti

Tablica 1  Podaci potrebni za formulaciju linearnog programiranja



Po definiciji Zelimo prona¢i minimum ili maksimum sljedec¢e funkcije koju oznacavamo sa
Z 1 zovemo funkcijom cilja. Za pronalazenja maksimuma, odnosno kod maksimizacije to
¢inimo na sljedeci nacin:
maxZ = ¢1Xq + Cpxy + -+ Xy
uz ogranicenja
11X, + aq3%; + -+ Xy < by

a21x1 + azzxz + + aanTL S bz

A1 X1 + QX + -+ QX < by

uz uvjet nenegativnosti

J

X1, X9, . X =0
Isto mozemo zapisati i skrac¢eno:
n
Z = ij]'

1

uz ogranicenja

n
Za”xj <b (i=12,..,m)

=1
x; =20 (=12..,n)

gdje su x; razina aktivnosti j odnosno varijable odlucivanja, ¢; povecanje vrijednosti Z
pri jedinicnom porastu razine aktivnosti j odnosno x;, b; dostupna koli¢ina resursa i te

a;;j koliCina resursa i koriStena za aktivnost j [7].
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Osim navedenog postoje i drugi oblici linearnog programiranja:

1. Minimizacija funkcije cilja:

minZz = ¢;xq + x5 + -+ cpxp

2. Ogranicenja sa oznakom ,,ve¢i ili jednak od* nejednakosti:

A1 X1 + ppxy + o+ apx, = b; za neke vrijednosti i

3. Jednadzba kao ogranicenje:

A1 X1 + Qppxy + o+ apx, = b; za neke vrijednosti i

4. lzostavljanje uvjeta nenegativnosti za neke varijable koje su

neogranicene.

3.1.1. Implementacija u R-u

Neka je zadan matemati¢ki model linearnog problema s dvije varijable odlucivanja:
maxZ = c1Xq1 + C3x;

uz ogranicenja
a11X1 + aq2%, < by
Ay1X1 + Az%, < by

Da bi mogli koristiti funkcije rjeSavanje linearnog programiranja u jeziku R, potrebno je

najprije instalirati i u kodu pozvati paket “IpSolve”, a to ¢inimo na sljede¢i nacin:

install.packages("lpSolve")

library(IpSolve)

Koeficijente funkcije cilja (objective function) zapisujemo kao matricu redak (vektor)

pomocu sljedece naredbe:

f.obj <- c(c1, c2)
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Koeficijente iz ogranicenja (constraints) koji se nalaze uz varijable odlucivanja
zapisujemo redom kao matricu pomoccu sljede¢e naredbe gdje je vrijednost parametra nrow
broj redaka, a byrow=TRUE oznacava da se koeficijenti upisuju u matricu u horizontalnom
smjeru slijeva na desno, redak po redak na sljede¢i nacin:

f.con <- matrix(c(all,al2,a21, a22), nrow=2, byrow=TRUE)

Zatim je potrebno unijeti i matricu redak sa smjerom (direction) znakova nejednakosti ili

znakova jednakosti iz ograni¢enja, i to po redu na sljede¢i nacin:

fdlr <- C("<=", n<=n)

Unosimo matricu redak sa slobodnim koeficijentima koji se nalaze s desne strane znakova

nejednakosti u orani¢enjima (right-hand side):

frhs <- c(b1, b2)

I za kraj pokreCemo naredbu za odredivanje optimalne vrijednosti funkcije cilja Z pri

¢emu navodimo da se radi o funkciji maksimizacije:

Ip("max“, f.obj, f.com, f.dir, f.rhs)

A za odredivanje optimalnih vrijednosti varijabli x1 1 x2 pokre¢emo sljedecu naredbu:

Ip("max*“, f.obj, f.com, f.dir, f.rhs)$solution

Napomena: uvjete nenegativnosti u kodu ne definiramo jer ¢e ih R automatski ukljuciti [8].
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3.1.2. Primjeri

Primjer 1: problem proizvodnje

Zamislimo da imamo problem proizvodnje koji Zelimo rijesiti. Dakle, poduzece proizvodi
2 vrste proizvoda u tvornici koja se sastoji od 3 proizvodna odjela: rezanje, mijeSanje i

pakiranje. U svakom odjelu oprema se moZze upotrebljavati 8 sati dnevno.

e Proizvod P1 se prvo reze, a zatim pakira. Za svaku tonu tog proizvoda utrosi se 1/2
sata za rezanje i 1/3 sata za pakiranje.

e Proizvod P2 se prvo se mijeSa, a zatim pakira. Za svaku tonu tog proizvoda utrosi
se 1 sat za mijeSanje 1 2/3 sata za pakiranje.

e Proizvodi P1 1 P2 se mogu se prodati po cijenama od 40 N.J, odnosno 30 N.J. po

toni.

Odredite plan proizvodnje kako bi zarada bila najve¢a moguca [9].

Problem moZemo raspisati u sljedecu tablicu:

Koli¢ina resursa i
koriStena za jedinicu Koli¢ina
Resurs aktivnosti dostupnih
Aktivnost resursa
P1 P2
Rezanje 172 0 8
MijeSanje 0 1 8
Pakiranje 1/3 2/3 8
Prinos Z po
jedinici 40 30
aktivnosti

Tablica 2 Poznati parametri za primjer 1
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Matematicki model za navedeni problem je sljedeéi:
max Z = 40x; + 30x,

uz ogranicenja

Kod u jeziku R za rjeSavanje ovog problema ¢e izgledati ovako:

# instalacija i pozivanje "lpSolve" paketa
install.packages("IpSolve")
library(IpSolve)

# koeficijenti funkcije cilja max Z = 40 x1 + 30 x2

f.obj <- c(40, 30)

# koeficijenti uz varijable odlucivanja iz ogranicenja:

# rezanje: 1/2x1 +0x2 <=8

# mijeSanje: 0 x1 +1x2<=8

# pakiranje: 1/3x1+2/3x2<=8

f.con <- matrix(c(1/2,0,0,1,1/3, 2/3), nrow=3, byrow=TRUE)

# znakovi (ne)jednakosti

f.dir <_ c(ll<="’ "<="’ "<=")

# slobodni koeficijenti iz ogranic¢enja

f.rhs <-¢(8, 8, 8)

# optimalna vrijednost funkcije cilja Z

Ip("max", f.obj, f.con, f.dir, f.rhs)

# optimalna vrijednost varijabli x1 i x2

Ip(“max”, f.obj, f.con, f.dir, f.rhs)$solution
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Posljednje dvije naredbe nam daju sljede¢i rezultat, odnosno optimalno rjesenje problema biti

¢e prikazano na sljede¢i nacin:

Success: the objective function is 760

[1] 16 4

U prvom redu je prikazana vrijednosti funkcije cilja Z = 760, a u drugom vrijednosti varijabli

odlucivanja x; = 16ix, = 4 [8].

Na slici 9 je prikazano kako dolazimo do rjeSenja u alatu RStudio Cloud. Plavim okvirom je
oznacen kod programa (namjerno su izostavljeni komentari), crvenim okvirom je oznacen

izlaz, odnosno rjesenje, a zelenim okvirom je oznacena lista varijabli s vrijednostima.

Your Workspace / Untitled Project « cick o name your project PR o BN lvanjurman N

File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help

O+ &~ ~ Addins ~ R4.3.1 ~

© | Primjer 1.R P | Environment  History Connections  Tutorial -

Sy =
install.packages("1pSolve")

library(lpSolve)

f.obj <- c(40, 30)

f.con <- matrix(c(1/2, @, 0, 1, 1/3, 2/3), nrow = 3, byrow=TRUE)

- ~ Import Dataset ~  ® 220 MiB ~ & List ~ -

num [1:3, 1:2] 0.500.3330 1 ...
f.dir <- c("<=", "<=", "<=")

f.rhs <- c(8, 8, 8)

1p("max", f.obj, f.con, f.dir, f.rhs)
1p("max", f.obj, f.con, f.dir, f.rhs)$solution

chr [1:3] "<=" "<=" <ot
num [1:2] 40 30
num [1:3] 8 8 8

R EYYEE

9:1 (Top Level) ¢ R Script
; ; k oy Files Plots Packages Help Viewer Presentation P |
Console  Terminal Background Jobs
g =0 © Folder © BlankFile + © | Upload © Delete | Rename {Q' -
R R4.3.1 - /cloud/project/ . R
. @B Cloud ~ project
> library(1lpSolve) AT S Vodified
> f.obj <- c(40, 30) ame 1ze odine
> f.con <- matrix(c(1/2, @, @, 1, 1/3, 2/3), nrow = 3, byrow=TRUE) t.
> f.dir <- c("<=", "<=", "<=") | .Rhistory 0B Sep 11, 2023, 11:37 P
> f.rhs < c(8, 8, 8) © Primjer 1R 265 B Sep 24, 2023, 9:50 PV
Success: the objective function is 760 @ Primjer 2.R 262 8B Sep 24, 2023, 9:49 PV
> 1p("max", f.obj, f.con, f.dir, f.rhs)$solution @ Primjer 3.R 262 B Sep 24, 2023, 10:18 P
1] 16 4
- © Primjer 4.R 363 B Sep 24, 2023, 9:37 PV
@ Primjer 5.R 2918 Sep 13, 2023, 7:16 PV
@ Primjer 6.R 3878 Sep 19, 2023, 2:58 PV
© | Primjer 7.R 1958 Sep 24, 2023, 9:51 PV

Slika 9  Prikaz rjeSenja primjera 1 u RStudiu
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Primjer 2: problem proizvodnje betona

Zamislimo da proizvodac betona proizvodi tri vrste betona. Svaka vreca visokokvalitetnog
betona sadrzi 10 kg Sljunka i 5 kg cementa, svaka vreca srednjekvalitetnog betona sadrzi 11
kg Sljunka i 4 kg cementa, dok svaka vreca niskokvalitetnog betona sadrzi 12 kg Sljunka i 3
kg cementa. U skladiStu postoji 1920 kg Sljunka i 780 kg cementa. Proizvodac ostvaruje
zaradu od 1,20€ po vre¢i visokokvalitetnog, 1.10€ po vreéi srednjekvalitetnog i 1,00€ po
vre¢i niskokvalitetnog betona i Zeli odrediti koliko vreca kojeg betona treba proizvesti iz

dostupnih sirovina da bi ostvario najvecu zaradu [10].

Problem mozZemo raspisati u sljedecu tablicu:

Koli¢ina resursa i koriStena za jedinicu
Koli¢ina
aktivnosti )
Resurs : dostupnih
Aktivnost
resursa
v S N
Sljunak 10 11 12 1920
Cement 5 4 3 780
Prinos Z po
jedinici 1.2 1.1 1
aktivnosti

Tablica 3 Poznati parametri za primjer 2

Matematicki model za navedeni problem je sljededi:
maxZ = 1.2x; + 1.1x, + x5
uz ogranicenja
10x; + 11x, + 12x3 < 1920
5x; +4x, + 3x3 < 780

X1,%X2,%3 =0
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Kod u jeziku R za rjeSavanje ovog problema ¢e izgledati ovako:

# instalacija i pozivanje "lpSolve" paketa
install.packages("IpSolve")
library(IpSolve)

# koeficijenti funkcije cilja maxZ=1.2x1+1.1x2 +x3

f.obj <-c(1.2,1.1,1)

# koeficijenti uz varijable odluc¢ivanja iz ogranicenja:

# Sljunak: 10 x1 + 11 x2 + 12 x3 <=1920

# cement: 5 x1 +4 x2 + 3x3 <=780

f.con <- matrix(c(10, 11, 12, 5, 4, 3), nrow=2, byrow=TRUE)

# znakovi (ne)jednakosti

f.dir <- c("<=", "<="

# slobodni koeficijenti iz ogranic¢enja

f.rhs <- ¢(1920, 780)

# optimalna vrijednost funkcije cilja Z
Ip("max", f.obj, f.con, f.dir, f.rhs)
# optimalna vrijednost varijabli x1, x2 i x3

Ip(“max”, f.obj, f.con, f.dir, f.rhs)$solution

Posljednje dvije naredbe nam daju sljede¢i rezultat, odnosno optimalno rjesenje problema biti

¢e prikazano na sljede¢i nacin:

Success: the objective function is 204

[1] 60 120 0

U prvom redu je prikazana vrijednosti funkcije cilja Z = 204, a u drugom vrijednosti varijabli

odlucivanja x; = 60, x, = 120ix; = 0.
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Na slici 10 je prikazano kako dolazimo do rjeSenja u alatu RStudio Cloud. Plavim okvirom je
oznacen kod programa (namjerno su izostavljeni komentari), crvenim okvirom je oznacen

izlaz, odnosno rjesenje, a zelenim okvirom je oznacena lista varijabli s vrijednostima.
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install.packages("1pSolve")

library(lpSolve)
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f.con <- matrix(c(10, 11, 12, S, 4, 3), nrow = 2, byrow=TRUE)

num [1:2, 1:3] 10 5 11 4 12 3
f.dir <- c("<=", "<=")

f.rhs <- c(1920, 780)

1p("max", f.obj, f.con, f.dir, f.rhs)
1p("max", f.obj, f.con, f.dir, f.rhs)$solution
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num [1:3] 1.2 1.1 1
num [1:2] 1920 780
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f.rhs <- 7.
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Success: the objective function is 204 @ Primjer 2.R 262 B Sep 24, 2023, 9:49 PV
> 1p("max", f.obj, f.con, f.dir, f.rhs)$solution © ) primjer 3.R 262 B Sep 24, 2023, 10:18 P
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(1] © Primjer 4.R 363 B Sep 24, 2023, 9:37 PV
© Primjer 5.R 2918 Sep 13, 2023, 7:16 PV
© Primjer 6.R 3878 Sep 19, 2023, 2:58 PV
© Primjer 7.R 1958 Sep 24, 2023, 9:51 PV

Slika 10 Prikaz rjeSenja primjera 2 u RStudiu
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Primjer 3: problem prehrane

Za prehranu pasa se koriste dvije vrte hrane. Kilogram hrane H1 sadrzi 10 grama masti, 5
grama proteina i 2 grama ugljikohidrata te kosta 0.6€. Kilogram hrane H2 sadrzi 4 grama
masti, 5 grama proteina i 6 grana ugljikohidrata te kosta 1€. Svaki pas mora dnevno u hrani
dobiti najmanje 20 grama masti, 20 grama proteina i 12 grama ugljikohidrata. Potrebno je

odrediti koliko koje hrane treba dnevno davati svakom pojedinom psu a da pritom troskovi

prehrane uz navedene uvjete budu minimalni. [10].

Problem mozZemo raspisati u sljedecu tablicu:

Koli¢ina resursa i koriStena za jedinicu
Koli¢ina
aktivnosti
Resurs : dostupnih
Aktivnost
resursa
HI H2
Masti 10 4 20
Proteini 5 5 20
Ugljikohidrati 2 6 12
Prinos Z po
jedinici 0.6 1
aktivnosti

Tablica 4 Poznati parametri za primjer 3

Matematicki model za navedeni problem je sljedeéi:

uz ogranicenja

minZ = 0.6x; + 1x,

10x, + 4x, > 20
5x, + 5x, = 20
2%, + 6%, > 12
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Kod u jeziku R za rjeSavanje ovog problema ¢e izgledati ovako:

# instalacija i pozivanje "lpSolve" paketa
install.packages("IpSolve")
library(IpSolve)

# koeficijenti funkcije cilja minZ=0.6 x1 + 1 x2

f.obj <- ¢(0.6, 1)

# koeficijenti uz varijable odlucivanja iz ogranicenja:

# masti: 10 x1 + 4 x2 >=20

# proteini: 5x1 + 5x2 >= 20

# ugljikohidrati: 2 x1 + 6 x2 >=12

f.con <- matrix(c(10, 4, 5, 5, 2, 6), nrow=3, byrow=TRUE)

# znakovi (ne)jednakosti

f.dir <- C(">=", ||>=n’ n>=n)

# slobodni koeficijenti iz ogranic¢enja

f.rhs <- ¢(20, 20, 12)

# optimalna vrijednost funkcije cilja Z

Ip("min", f.obj, f.con, f.dir, f.rhs)

# optimalna vrijednost varijabli x1 i x2

Ip("min", f.obj, f.con, f.dir, f.rhs)$solution

Posljednje dvije naredbe nam daju sljede¢i rezultat, odnosno optimalno rjesenje problema biti

¢e prikazano na sljede¢i nacin:

Success: the objective function is 2.8

[1] 3 1
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U prvom redu je prikazana vrijednosti funkcije cilja Z = 2.8, a u drugom vrijednosti varijabli

odlucivanja x; = 3,ix, = 1.

Na slici 11 je prikazano kako dolazimo do rjesenja u alatu RStudio Cloud. Plavim okvirom
je oznacen kod programa (namjerno su izostavljeni komentari), crvenim okvirom je oznacen

izlaz, odnosno rjesenje, a zelenim okvirom je oznacena lista varijabli s vrijednostima.
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3.2.Cjelobrojno linearno programiranje

U mnogim primjenama linearnog programiranja pojedine varijable mogu imati samo
cjelobrojne vrijednosti, takve probleme nazivamo problemima iz domene cjelobrojnog
linearnog programiranja [11]. Takvi problemi su vrlo teski za rjeSavanje. Trenutno ne postoji
niti jedan generalni algoritam koji efikasno rjeSava sve cjelobrojne probleme linearnog

programiranja [6].

U domeni cjelobrojnog programiranja razlikujemo tri vrste problema:
« Cisto cjelobrojno programiranje — vrijednosti svih varijabli odlu¢ivanja su cijeli
brojevi
* MjeSovito cjelobrojno programiranje (MILP) — vrijednosti samo nekih varijabli
odlucivanja su cijeli brojevi

* Binarno programiranje — vrijednosti varijabli su binarne, odnosno 0 ili 1

Budu¢i da je cjelobrojno takoder linearno programiranje, problem se definira na isti nacin,
samo §to je potrebno uz uvjet nenegativnosti dodati i uvjet da varijable pripadaju cijelim
brojevima. Pa tako ¢emo problem maksimizacije Cistog cjelobrojnog programiranja raspisati

na sljede¢i nacin:

maxZ = ¢1Xq + Cpxy + -+ Xy
uz ogranicenja
a11x1 + a12x2 + R + alnxn S bl

a21x1 + a22x2 + R + aann S b2

Am1X1 + QaXy + o+ QpnXn < by
uz uvjet nenegativnosti
X1, X9, . X =0
i uvjet cjelobrojnosti

X1, X5, ...Xp €L
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Isto mozemo zapisati i skra¢eno:

n

Z = ZC]'X]'

j=1

uz ogranicenja

n

Za”xj <b (i=12,..,m)

j=1
xj =0 G=12,..,n)
xj €L G=12,..,n)

gdje su x; razina aktivnosti j odnosno varijable odlucivanja, ¢; povecanje vrijednosti Z pri
jediniénom porastu razine aktivnosti j odnosno Xx;, b; dostupna koli¢ina resursa I te
a;;j koliCina resursa i koriStena za aktivnost j [7]. Kao $to mozemo primijetiti dodajemo uvjet

cjelobrojnosti.

U slucaju problema binarnog linearnog programiranja umjesto uvjeta nenegativnosti, pisat
¢emo uvjet da varijable moraju pripadati skupu {0,1}. Pa tako umjesto xq,x,,..x, =0

piSemo uvjet x4, x5, ... X, € {0,1}.
Dok u slu€aju mjeSovitog cjelobrojnog linearnog programiranja (MILP) ne moraju sve

varijable biti cjelobrojne, ve¢ samo neke, kao $to neke mogu biti i binarne, pa tako dodajemo

uvjete po potrebi i to samo za odredene varijable.
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3.2.1. Implementacija u R-u

Neka je zadan matematicki model ¢istog cjelobrojnog linearnog problema s dvije varijable
odlucivanja:
maxZ = ¢1Xq + Cx;
uz ogranicenja:
ai1x1 + A1pX; < by
Az1%1 + Az2%2 < by
A31X; + Az%2 < b3
X1,%, =0

X1,%X, €EZ

Buduc¢i da je to i dalje problem linearnog programiranja, ovaj dio koda se ne razlikuje:

install.packages("lpSolve")

library(IpSolve)

f.obj <- c(c1, c2)

f.con <- matrix(c(all,al2,a21, a22,a31, a32), nrow=3, byrow=TRUE)

fdlr <- C("<=", n< , <=n

frhs <- c(b1, b2, b3)

Razlikuju se samo pozivi funkcije za raCunanje rjeSenja, pa tako u slucaju cCistog

cjelobrojnog linearnog programiranja dodajemo all.int=TRUE na sljede¢i nacin:

Ip("max“, f.obj, f.com, f.dir, f.rhs, all.int=TRUE)
Ip("max*“, f.obj, f.com, f.dir, f.rhs, all.int=TRUE)$solution

U slucaju binarnog linearnog programiranja dodajemo al/l.bin=TRUE na sljede¢i nacin:

Ip("max“, f.obj, f.com, f.dir, f.rhs, all.bin=TRUE)
Ip("max*“, f.obj, f.com, f.dir, f.rhs, all.bin=TRUE)$solution
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Dok u slucaju mjeSovitom cjelobrojnog linearnog programiranja, odnosno kada su samo
neke varijeble cjelobrojne ili binarne, umjesto all.int=TRUE piSemo int.vec=vektor s rednim
brojevima varijabli za koje trazimo cjelobrojnost npr. int.vec=c(2,3) te umjesto all.bin=TRUE
piSemo binary.vec=vektor s rednim brojevima varijabli za koje trazimo binarnost npr.
binary.vec=c(2,3) [11]. Recimo da imamo pet varijabli od kojih prva i druga trebaju bit

cjelobrojne, a treca i Cetvrta binarne, to ¢emo uciniti na sljede¢i nacin:

Ip("max“, f.obj, f.com, f.dir, f.rhs, int.vec=c(1,2), binary.vec=c(3,4))

Ip("max*“, f.obj, f.com, f.dir, f.rhs, int.vec=c(1,2), binary.vec=c(3,4))$solution

3.2.2. Primjeri

Primjer 4: problem investiranja

Zamislimo da imamo sljede¢i problem i1 zelimo pomo¢i prijatelju koji je broker. On
razmatra razmatra 4 investicije. Oc¢ekivana dobit za investiciju 1 je $16000, za investiciju 2
$22000, za investiciju 3 $12000, a za investiciju 4 $8000. Broker trenutno ima na
raspolaganju $14000 za investiranje, a za spomenute investicije mu je redom potrebno:
$5000, $7000, $4000 i $3000.

Odredite koje ¢e investicije omoguciti brokeru najvec¢u dobit ako mora postivati sljedece
uvjete:

1) moze odabrati najvise 2 investicije,

2) ako odabere investiciju 2, onda mora odabrati i investiciju 1,

3) ako odabere investiciju 2, onda ne moze odabrati investiciju 4 [11].
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Problem mozZemo raspisati u sljedecu tablicu:

Koli¢ina resursa i koriStena za jedinicu
aktivnosti Koli¢ina
Resurs Aktivnost dostupnih
Investicija | Investicija | Investicija | Investicija resursa
1 2 3 4
Iznos za investiranje 5000 7000 4000 3000 14000
Uvijet 1) 1 1 1 1 2
Uvijet 2) -1 1 0 0 0
Uvjet 3) 0 1 0 1 1
Prinos Z po
edinici aktivnosti 16000 22000 12000 8000

Tablica 5 Poznati parametri za primjer 4

Matematicki model za navedeni problem je sljedeéi:

max Z = 16000x; + 22000x, + 12000x; + 8000x,
uz ogranicenja
5000x; + 7000x, + 4000x5 + 3000x, < 14000
X1+ Xy +x3+x, <2
X, —x1 <0
X, +x, <1

X1, X2, %3, X4 € {0,1}
Kod u jeziku R za rjeSavanje ovog problema ¢e izgledati ovako:
# instalacija i pozivanje "lpSolve" paketa
install.packages("IpSolve")

library(IpSolve)

max Z =16000x1+22000x2+12000x3+8000x4
f.obj <- ¢(16000, 22000, 12000, 8000)

# koeficijenti funkcije cilja
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# koeficijenti uz varijable odlucivanja iz ogranicenja:

# iznos za investiranje: 5000x1+7000x2+4000x3+3000x4<=14000

# uvjet 1: x1+x2+x3+x4<=2

# uvjet 2: x2-x1<=0

# uvjet 3: x2+x4<=1

f.con <- matrix(c(5000, 7000, 4000, 3000,1,1,1,1,-1,1,0,0,0, 1, 0, 1), nrow=4,
byrow=TRUE)

# znakovi (ne)jednakosti

f.dir <- c("<=", "<=", "<=","<="

# slobodni koeficijenti iz ogranic¢enja

f.rhs <- ¢(14000, 2,0, 1)

# optimalna vrijednost funkcije cilja Z

Ip("max", f.obj, f.con, f.dir, f.rhs, all.bin=TRUE)

# optimalna vrijednost varijabli x1 i x2

Ip(“max”, f.obj, f.con, f.dir, f.rhs, all.bin=TRUE)$solution

Posljednje dvije naredbe nam daju sljede¢i rezultat, odnosno optimalno rjesenje problema biti

¢e prikazano na sljede¢i nacin:

Success: the objective function is 38000

[1]1100

U prvom redu je prikazana vrijednosti funkcije cilja Z = 38000, a u drugom vrijednosti
varijabli odluc¢ivanja x; = 1,x, = 1,x3 = 0i x4 = 0 Sto znaci da ¢e broker investirati u prvu

1 drugu investiciju.
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Na slici 12 je prikazano kako dolazimo do rjeSenja u alatu RStudio Cloud. Plavim okvirom je

oznacen kod programa (namjerno su izostavljeni komentari), crvenim okvirom je oznacen

izlaz, odnosno rjesenje, a zelenim okvirom je oznacena lista varijabli s vrijednostima.
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Slika 12

Primjer 5: problem otvaranja salona za uljepSavanje

Prikaz rjeSenja primjera 4 u RStudiu

Lanac salona za uljepSavanje Zzeli prosiriti djelatnost otvaraju¢i nove kozmeticke i

frizerske salone. Da bi se otvorio jedan kozmeticki salon potrebno je uloziti 30000 kn i

zaposliti 5 novih radnika, a za frizerski salon potrebno je uloziti 50000 kn i zaposliti 9 novih

radnika. Ocekivani prihod od kozmetickog salona je 40000 kn godisnje, a od frizerskog

salona je 80000 kn.

Poduzece ima na raspolaganju 850000 kn, a ugovorom je utvrdeno da se ne zaposljava vise

od 45 novih radnika godiSnje. Odredite optimalan plan Sirenja poduzeca koje ¢e osigurati

maksimalni godisnji prihod [9].
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Problem mozZemo raspisati u sljedecu tablicu:

Koli¢ina resursa i
koriStena za jedinicu
Koli¢ina
aktivnosti .
Resurs : dostupnih
Aktivnost
resursa
Kozmeticki Frizerski
salon salon
Iznos investicije 30000 50000 850000
Broj novih radnika 5 9 45
Prinos Z po
40000 80000
jedinici aktivnosti

Matematicki model za navedeni problem je sljedeéi:

uz ogranicenja

Kod u jeziku R za rjeSavanje ovog problema ¢e izgledati ovako:

Tablica 6  Poznati parametri za primjer 5

max Z = 40000x; + 80000x,

30000x, + 50000x, < 850000
5x, + 9x, < 45

X1,%X, €EZ

# instalacija i pozivanje "lpSolve" paketa

install.packages("IpSolve")
library(IpSolve)

# koeficijenti funkcije cilja

f.obj <- ¢(40000, 80000)

max Z = 40000x1+80000x2

# koeficijenti uz varijable odlucivanja iz ogranicenja:

# Iznos za investiranje: 30000x1+50000x2<=850000
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# Broj novih radnika: 5x1+9x2<=45
f.con <- matrix(c(30000, 50000, 5, 9), nrow=2, byrow=TRUE)

# znakovi (ne)jednakosti

f.dir <- c("<=", "<="

# slobodni koeficijenti iz ogranic¢enja

f.rhs <- ¢(850000, 45)

# optimalna vrijednost funkcije cilja Z

Ip("max", f.obj, f.con, f.dir, f.rhs, all.int=TRUE)

# optimalna vrijednost varijabli x1 i x2

Ip("max", f.obj, f.con, f.dir, f.rhs, all.int=TRUE)$solution

Posljednje dvije naredbe nam daju sljede¢i rezultat, odnosno optimalno rjesenje problema biti

¢e prikazano na sljede¢i nacin:

Success: the objective function is 400000

[1]0 5

U prvom redu je prikazana vrijednosti funkcije cilja Z = 400000, a u drugom vrijednosti
varijabli odlu¢ivanja x; = 0,x, = 5 S§to znaci da ¢e lanac salona za uljepSavanje otvoriti

samo 5 frizerskih salona.
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Na slici 13 je prikazano kako dolazimo do rjeSenja u alatu RStudio Cloud.. Plavim okvirom
je oznacen kod programa (namjerno su izostavljeni komentari), crvenim okvirom je oznacen

izlaz, odnosno rjesenje, a zelenim okvirom je oznacena lista varijabli s vrijednostima.
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Slika 13 Prikaz rjeSenja primjera 5 u RStudiu

Primjer 6: problem slasti¢arne

Slasticarna pece kolace i torte, u ponudi ima 3 vrste kolaca i tortu. Ukupna zarada po torti
je 20€, po kolacu A je zarada 23€, po kolacu B je zarada 20€ i po kolacu C je zarada 19€.
Slasti¢arna ima u skladistu 100 jaja, 1 kilu ¢okolade, 1 litru mlijeka, 800 grama maslaca, 10
vanilin Secera 1 9 praska za pecivo kojima uskoro istjece rok te ih treba potrositi. Za tortu je
potrebno 18 jaja, 200 grama cokolade, 200 mililitara mlijeka, 200 grama maslaca, 2 vanilin
SeCera 1 2 prasSka za pecivo. Za kola¢ A je potrebno 16 jaja, 500 grama cokolade, 150
mililitara mlijeka, 150 grama maslaca, 4 vanilin Secera i 3 praska za pecivo. Za kola¢ B je
potrebno 8 jaja, 50 grama cokolade, 180 mililitara mlijeka, 100 grama maslaca, 2 vanilin
Secera i 1 praska za pecivo. Za kola¢ C je potrebno 12 jaja, 100 mililitara mlijeka, 80 grama
maslaca, 1 vanilin Secera i 1 praska za pecivo. Potrebno je odrediti koliko kojih ¢ega treba

ispeci, a da pritom zarada od prodaje bude maksimalna.
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Problem mozZemo raspisati u sljedecu tablicu:

Koli¢ina resursa i koriStena za jedinicu aktivnosti Koli¢ina
Resurs Aktivnost dostupnih
Torta Kola¢ A Kola¢ B Kola¢ C resursa
Jaja 18 16 8 12 100
Cokolada 0.2 0.5 0.05 0 1
Mlijeko 0.2 0.15 0.18 0.1 1
Maslac 0.2 0.15 0.1 0.08 0.8
Vanilin Seéer 2 4 2 1 10
Prasak za pecivo 2 3 1 1 9
Prinos Z po 0 -3 0 19
jedinici aktivnosti

Tablica 7 Poznati parametri za primjer 6

Matematicki model za navedeni problem je sljedeéi:

max Z = 20x; + 23x, + 20x3 + 19x,
uz ogranicenja
18x; + 16x, + 8x3 + 12x, < 100
0.2x; + 0.5x, + 0.05x; < 1
0.2x; + 0.15x, + 0.18x5 + 0.1x, < 1
0.2x; + 0.15x, + 0.1x3 + 0.08x, < 0.8
2%y +4x, + 2x3 + x4, < 10
2x1 +3x, +x3+x, <9
X1,X9,X3,X4 =0

X, €EZ

Kod u jeziku R za rjeSavanje ovog problema ¢e izgledati ovako:

# instalacija i pozivanje "lpSolve" paketa

install.packages("IpSolve")
library(IpSolve)
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# koeficijenti funkcije cilja max Z = 20x1+23x2+20x3+19x4
f.obj <- ¢(20, 23, 20, 19)

# koeficijenti uz varijable odlucivanja iz ogranicenja:

# Jaja: 18x1+16x2+8x3+12x4<=50

# Cokolada: 0.2x1+0.5x2+0.05x3<=3

# Mlijeko: 0.2x1+0.15x2+0.18x3+0.1x4<=10

# Maslac: 0.2x1+0.15x2+0.1x3+0.08x4<=2

# Vanilin Secer: 2x1+4x2+2x3+x4<=30

# PraSak za pecivo: 2x1+3x2+x3+x4<=20

f.con <- matrix(c(18, 16, 8, 12, 0.2, 0.5, 0.05, 0, 0.2, 0.15, 0.18, 0.1, 0.2, 0.15, 0.1,
0.08,2,4,2,1,2,3,1, 1), nrow=6, byrow=TRUE)

# znakovi (ne)jednakosti

", =", k=, =", k=, =)

f.dir <- c("<=", "<=", "<=", "<=", "<=",

# slobodni koeficijenti iz ogranic¢enja

f.rhs <- ¢(100,1, 1, 0.8, 10, 9)

# optimalna vrijednost funkcije cilja Z

Ip("max", f.obj, f.con, f.dir, f.rhs, int.vec=c(1))

# optimalna vrijednost varijabli x1 i x2

Ip("max", f.obj, f.con, f.dir, f.rhs, int.vec=c(1))$solution

Posljednje dvije naredbe nam daju sljedeci rezultat, odnosno optimalno rjeSenje problema biti

¢e prikazano na sljede¢i nacin:

Success: the objective function is 167.5

[1]0.00 0.00 1.2 7.5
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U prvom redu je prikazana vrijednosti funkcije cilja Z = 167.5, a u drugom vrijednosti
varijabli odluc¢ivanja x; = 0,x, = 0,x3 = 1.2ix, = 7.5 §to znaci da Ce slasti¢arnica kako bi
najbolje iskoristila namirnice pred istekom roka ispe¢i 1.25 doza kolaca B 1 7.5 doza kolaca

C.

Na slici 14 je prikazano kako dolazimo do rjeSenja u alatu RStudio Cloud. Plavim okvirom je
oznacen kod programa (namjerno su izostavljeni komentari), crvenim okvirom je oznacen

izlaz, odnosno rjesenje, a zelenim okvirom je oznacena lista varijabli s vrijednostima.
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3.3.Redovi ¢ekanja

U svakodnevnom Zivotu susre¢emo se s raznim oblicima ¢ekanja u redu. Neki od primjera
su ¢ekanje u redu u banci ili trgovini, ¢ekanje dolaska vlaka, da racunalo izvrSi zadatak,

cekanje da predstavnik sluzbe za korisnike odgovori na poziv i sl. [12].

Teorija redova ¢ekanja je grana matematike koja proucava kako se redovi formiraju, kako
funkcioniraju te ima li problema u njihovom funkcioniranju. Ispituje svaku sastavnicu
¢ekanja u redu, ukljucujuci proces dolaska, proces usluge, broj posluzitelja, broj klijenata te
broj mjesta u sustavu. Kao grana operacijskih istrazivanja, teorija redova ¢ekanja moze
pomoc¢i u donoSenju poslovnih odluka o tome kako izgraditi uc¢inkovitije i isplativije sustave
tijeka rada. Cilj teorije redova cekanja je dizajniranje uravnoteZenih sustava koji sluze
korisnicima brzo i uc€inkovito, ali ne kosStaju previSe da bi bili odrzivi. Ukljucuje analizu
dolazaka u objekt i analizu procesa koji se trenutno odvijaju za njihovo usluzivanje. Konacni
rezultat je skup zaklju€aka koji imaju za cilj identificirati sve nedostatke u sustavu i predloziti

kako se oni mogu poboljsati [12].

Postoje jednokanalni i viSekanalni redovi ¢ekanja, jednokanalni redovi ¢ekanja mogu biti
neograni¢ene ili ograni¢ene duljine. Za probleme redova c¢ekanja racunamo sljedece
parametre:

A — intenzitet toka dolazaka

u — intenzitet posluzivanja

p — stupanj optereenja

L — prosjecan broj klijenata u sustavu posluzivanja
Ly —procjecan broj klijenata u redu ¢ekanja

Ls — prosjecan broj klijenata u kanalu

W — prosjecno vrijeme ¢ekanja u sustavu posluzivanja
Wy — prosjecno vrijeme Cekanja u redu

Ws — prosjecno vrijeme posluzivanja

rp — relativna propusna mo¢ redova ¢ekanja

Ap — apsolutna propusna mo¢ redova ¢ekanja

Pn — vjerojatnost da ¢e u redu ¢ekanja biti » klijenata
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Za izraCun parametara jednokanalnog reda cekanja neograni¢ene duljine reda koristimo

sljedec¢e formule:

P _ P L. =p=2 _L _L
L= Lo=io=p*L Li=L-Lo=p=5 W=5 Wy=:
1
We=W—Wq =1 po=1—p. pn=p"*(1—= p)

uz uvjet da je koeficijent iskoriStenja manji od 1 jer inace sustav nije stabilan.

Za izraCun parametara jednokanalnog reda ¢ekanja s ograni¢enom duljinom reda koristimo

sljedec¢e formule:

. A . Pz*(k*pk+1—(k+1)*ﬁ)k+1) . . p_pk+2 .
p=L,  le=T— T ame Pl L= gm Lelotls
_L _Lo _ _ 1-p*t _
W_Z WQ_T WS—W—WQ rP_l—p—k"'Z AP—/l*Tp

— k+1 1-p — — —_1-», — N
Por =P"" * ooz Pt =1 Dot =Piers Po=1az  Pn=P"*Po

gdje je p,; vjerojatnost otkazivanja.

Za izraCun parametara viSekanalnih redova ¢ekanja s neograni¢enom duljinom reda

potrebno je znati broj kanala S, a koristimo sljedec¢e formule:

v 2 c + -1
L =_[ nu n=0,...8 . = A <1 p e pe P P pH
"UlSiu n=S+LS+L.. T S.u ’ 2 St SUS-p)
))l
P—'-po d=n<S§ PS5+
=4 L, = —- L=L,+p Li=p=L-L
P, /)n . . 0 (S—l)'(S—IU)- Po Q F S F Qo
sigrs P N
L S+1
W, =—2 = P —py W =T, ALy e ,
A AS-DIS-p) o A
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Za izraCun parametara viSekanalnih redova cekanja s ograniCenom duljinom reda

potrebno takoder znati i maksimalni broj stranaka u redu odnosno %, a koristimo sljedece

formule:
A .n=0...k-1 nu  .n=0...85 A 1= p,
Ay = ‘ " U, = 2 ' o p. =——=<l M-IOO (%)
0 .n=kk+1,.. S.u n=S+LS+L.. " " S.pu S
k<1771 , 1-1
f_’_[}_’] l-lﬂ\]k
52 s s Ky n S=1
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3.3.1. Implementacija u R-u

Zamislimo da imamo neki problem iz redova ¢ekanja, potrebno nam je znati tri parametra,
koje smo u kodu naveli na sljede¢i nacin te je potrebno samo zamijenit sa konkretnim
vrijednostima [13]:

LAMBDA - intenzitet dolazaka
MU - intenzitet opsluZivanja

N - broj klijenata u sustavu

Da bi mogli u jeziku R rjeSavati probleme iz redova ¢ekanja potrebno je najprije instalirati

1 pokrenuti ”queueing” paket.
#naredbe za instalaciju i pokretanje

install.packages("queueing")

library(queueing)
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Zamislimo da radimo s jednokanalnim redom ¢ekanja bez ogranicenja duljine reda, prema
Kendallovoj notaciji, radi se o modelu MM pa koristimo podfunkciju Newlnput.MM1I. Da bi

izlistali sve izraCunate parametre odjednom to ¢inimo sljedeCom naredbom:

QueueingModel(NewInput.MM1(lambda=LAMBDA, mu=MU))

Zanima li nas npr. samo koeficijent iskoriStenja odnosno faktor usluzivanja ispisat ¢emo

ga sljede¢om naredbom:

QueueingModel(NewInput.MM1(lambda=LAMBDA, mu=MU))$RO

Zanima li nas prosjecan broj stranaka u sustavu opsluzivanja ispisat ¢emo ga sljedeCom

naredbom:

QueueingModel(NewInput.MM1(lambda=LAMBDA, mu=MU))$L

Zanima li nas prosjecno vrijeme ¢ekanja u sustavu opsluzivanja ispisat ¢emo ga sljedecom

naredbom:

QueueingModel(NewInput.MM1(lambda=LAMBDA, mu=MU))$W

Dok zanima li nas vjerojatnost da ¢e u sustavu reda ¢ekanja biti n stranaka ispisat ¢emo je

sljede¢om naredbom:

QueueingModel(NewInput.MM1(lambda=LAMBDA, mu=MU, n=N))$Pn

Analogno se moze odrediti vrijednost ostalih vaznijih parametara modela, npr.:
* Lq: prosjecan broj stranaka u redu ¢ekanja
* Wq: prosjecno vrijeme ¢ekanja u redu
* Throughput: koeficijent propusnosti sustava (u R-u samo apsolutna propusnost) [11]
Ako Zelimo izracunati parametre za jednokanalne redove s ograni¢enom duljinom, koristit
¢emo model MMIK, tada medu parametre u funkciji dodajemo vrijednost & koja oznacava

ogranicenje reda, a to ¢inimo na sljedeci nacin:

QueueingModel(NewInput. MM1K(lambda=LAMBDA, mu=MU, k=K))
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Dok ako Zelimo izracunati parametre za viSekanalne redove s neogranicenom duljinom,
koristit ¢emo model MMC, tada medu parametre u funkciji dodajemo vrijednost ¢ koja

oznacava broj kanala, a to ¢inimo na sljede¢i nacin:

QueueingModel(NewInput. MMC(lambda=LAMBDA, mu=MU, c=C))

A za racunanje viSekanalnih redove s ograni¢enom duljinom koristit ¢emo model MMCK,
tada medu parametre u funkciji takoder dodajemo i vrijednost k& koja oznaCava ogranicenje

reda, a to ¢inimo na sljede¢i nacin:

QueueingModel(NewInput. MMCK(lambda=LAMBDA, mu=MU, c=(, k=K))

3.3.2. Primjeri

Primjer 7: problem autoservisa

U svrhu primjera, zamislimo da imamo sljede¢i scenarij. U autoservis dolazi u prosjeku 7
automobila na sat. Autoservis moze popraviti 10 automobila na sat. [zracunajte prosjecan broj
vozila u redu ¢ekanja i1 u sustavu, prosje¢no vrijeme ¢ekanja u redu i u sustavu i prosjecno
vrijeme trajanja popravka. Izracunajte i vjerojatnost da u servisu nece biti reda cekanja u

trenutku dolaska te vj. da ¢e u redu biti 2 automobila [13].

To ¢emo postici sljede¢im kodom, komentarima je naznaceno $to se racuna:

#naredbe za instalaciju i pokretanje
install.packages("queueing")

library(queueing)

#ispisi prosjecan broj stranaka u sustavu opsluzivanja

QueueingModel(NewInput.MM1 (lambda=7, mu=10))$L

#ispiZi prosjecno vrijeme ¢ekanja u sustavu opsluzivanja

QueueingModel(NewInput.MM1(lambda=7, mu=10))$W
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#Vjerojatnost da Ce u sustavu reda Cekanja biti 0, 1, 2 stranke #respektivno

QueueingModel(NewInput.MM1(lambda=7, mu=10, n=2))$Pn
Po izvr$enju koda, dobivamo sljedece izlaze, odnosno rezultate:

> #ispiSi prosjecan broj stranaka u sustavu opsluZzivanja
> QueueingModel(NewInput.MM1(lambda=7, mu=10))$L
[1] 2.3

> #ispiSi prosjecno vrijeme cekanja u sustavu opsluZzivanja
> QueueingModel(NewInput.MM1(lambda=7, mu=10))$W
[1] 0.33

> #Vjerojatnost da Ce u sustavu reda cekanja biti 0, 1, 2 stranke #respektivno
> QueueingModel(NewInput.MM1(lambda=7, mu=10, n=2))$Pn
[1] 0.30 0.21 0.15

Dakle prosje¢an broj stranaka u sustavu opsluzivanja je 2.3, prosjec¢no vrijeme ¢ekanja u
sustavu opsluzivanja je 0.33 sati, vjerojatnost da u sustavu nece biti stranki je 30%, da ¢e u

sustavu biti jedna stranka je 21% i da ¢e biti dvije stranke je 15%.
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Na slici 15 je prikazano kako dolazimo do rjeSenja u alatu RStudio Cloud. Plavim okvirom je
oznacen kod programa (namjerno su izostavljeni komentari), crvenim okvirom je oznacen

izlaz, odnosno rjesenje.

Your Workspace / Untitled Project « ciick o name your project S g © lvanjurman A
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Slika 15  Prikaz rjesenja primjera 7 u RStudiu

Primjer 8: problem printanja

Na uredaj za printanje u jednom satu u prosjeku pristize 12 zahtjeva za printanje. Proces
printanja, klamanja papira 1 obrade po zahtjevu traje u prosjeku 4 minute. Radi u¢inkovitosti
printera zahtjevi ne mogu cekati dulje od 10 minuta na popisu zahtjeva u uredaju. Na uslugu
printanja mogu &ekati do 2 zahtjeva. Zelimo izradunati koeficijent iskoristenja, prosje¢an broj
zahtjeva za printanje u sustavu, prosjecno vrijeme Cekanja u sustavu, vjerojatnost da u
sustavu reda ¢ekanja nece biti zahtjeva za printanje i prosje¢no vrijeme ¢ekanja u redu na

printanje.

To ¢emo postici sljede¢im kodom, komentarima je naznaceno $to se racuna:

#naredbe za instalaciju i pokretanje
install.packages("queueing")

library(queueing)
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#ispisi koeficijent iskoriStenja (faktor usluzivanja)

QueueingModel(NewInput. MM1K(lambda=12, mu=15, k=2)) $RO

#ispisi prosjecan broj zahtjeva za printanje u sustavu

QueueingModel(NewInput. MM1K(lambda=12, mu=15, k=2))$L

#ispiZi prosjecno vrijeme ¢ekanja na printanje u sustavu

QueueingModel(NewInput. MM1K(lambda=12, mu=15, k=2))$W

#Vjerojatnost da Ce u sustavu reda cekanja biti 0 zahtjeva za printanje respektivno

QueueingModel(NewInput. MM1K(lambda=12, mu=15, k=2))$Pn

#ispiZi prosjecno vrijeme ¢ekanja u redu za printanje

QueueingModel(NewInput. MM1K(lambda=12, mu=15, k=2))$Wq

Po izvr$enju koda, dobivamo sljedece izlaze, odnosno rezultate:

> # ispiSi koeficijent iskoriStenja (faktor usluzivanja)
> QueueingModel(NewInput.MM1K(lambda=12, mu=15, k=2))$RO
[1] 0.59

> # ispiSi prosjecan broj zahtjeva za printanje u sustavu
> QueueingModel(NewInput.MM1K(lambda=12, mu=15, k=2))$L
[1] 0.85

> # ispiZi prosjecno vrijeme ¢ekanja na printanje u sustavu
> QueueingModel(NewInput.MM1K(lambda=12, mu=15, k=2))$W
[1] 0.096

> # Vjerojatnost da ¢e u sustavu reda Cekanja biti 0 zahtjeva za printanje respektivno
> QueueingModel(NewInput.MM1K(lambda=12, mu=15, k=2))$Pn
[1] 0.41 0.33 0.26

> #ispizi prosjecno vrijeme Cekanja u redu za printanje
> QueueingModel(NewInput.MM1K(lambda=12, mu=15, k=2))$Wq
[1] 0.03
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Dakle koeficijent iskoristenja je 59%, prosjeCan broj zahtjeva za printanje u sustavu je 0.85,
prosjec¢no vrijeme ¢ekanja na printanje u sustavu je 0.096 sati, vjerojatnost da u sustavu nece

biti stranki je 41% i prosjec¢no vrijeme ¢ekanja u redu za printanje je 0.03 sati.

Na slici 16 je prikazano kako dolazimo do rjeSenja u alatu RStudio Cloud. Plavim okvirom je
oznacen kod programa (namjerno su izostavljeni komentari), crvenim okvirom je oznacen

izlaz, odnosno rjesenje.
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Primjer 9: problem stanice

U svrhu primjera, zamislimo da imamo sustav sa 4 stanice opsluzivanja u kojem je
intenzitet dolazaka 18, a intenzitet opsluzivanja 6 stranaka u jedinici vremena. Odredite
koeficijent iskoriStenja (faktor usluzivanja), vjerojatnosti da ¢e u sustavu reda ¢ekanja biti 0,
1, 2 i 3 stranki, prosjecan broj stranaka u redu ¢ekanja ,prosjecan broj stranaka u sustavu
opsluzivanja, prosjecno vrijeme cekanja u redu i prosjecno vrijeme cekanja u sustavu

opsluzivanja. [13].
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Iz primjera primjecujemo da se radi o viSekanalnom redu cekanja, pa ¢emo koristiti MMC

model. RjeSenje ¢emo postic¢i sljede¢im kodom, komentarima je naznaceno $to se racuna:

#naredbe za instalaciju i pokretanje
install.packages("queueing")

library(queueing)

#ispisi koeficijent iskoriStenja (faktor usluzivanja)

QueueingModel(NewInput. MMC(lambda=18, mu=6, c=4))$RO

#Vjerojatnost da Ce u sustavu reda ¢ekanja biti 0, 1, 2, 3 #stranke respektivno

QueueingModel(NewInput. MMC(lambda=18, mu=6, n=3, c=4))$Pn

#ispisi prosjecan broj stranaka u redu ekanja

QueueingModel(NewInput. MMC(lambda=18, mu=6, c=4))$Lq

#ispisi prosjecan broj stranaka u sustavu opsluzivanja

QueueingModel(NewInput. MMC(lambda=18, mu=6, c=4))$L

#ispiSi prosjecno vrijeme Cekanja u redu

QueueingModel(NewInput. MMC(lambda=18, mu=6, c=4))$Wq

#ispisi prosjecno vrijeme Cekanja u sustavu opsluzivanja

QueueingModel(NewInput. MMC(lambda=18, mu=6, c=4))$W

Po izvr$enju koda, dobivamo sljedece izlaze, odnosno rezultate:

> #ispiSi koeficijent iskoriStenja (faktor usluZivanja)
> QueueingModel(NewInput.MMC(lambda=18, mu=6, c=4))$RO
>[1] 0.75

> #Vjerojatnost da Ce u sustavu reda cekanja biti 0, 1, 2, 3 stranke respektivno
> QueueingModel(NewInput.MMC(lambda=18, mu=6, n=3, c=4))$Pn
>[1]0.038. 0.113 0.170 0.170

> #ispiSi prosjecan broj stranaka u redu cekanja
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> QueueingModel(NewInput.MMC(lambda=18, mu=6, c=4))$Lq
>[1] 1.5

> #ispiSi prosjecan broj stranaka u sustavu opsluZzivanja
> QueueingModel(NewInput.MMC(lambda=18, mu=6, c=4))$L
>[1] 4.5

> #ispiSi prosjecno vrijeme cekanja u redu
> QueueingModel(NewInput.MMC(lambda=18, mu=6, c=4))$Wq
>[1] 0.085

> #ispiSi prosjecno vrijeme cekanja u sustavu opsluZzivanja
> QueueingModel(NewInput.MMC(lambda=18, mu=6, c=4))$W
>[1] 0.25

Dakle koeficijent iskoriStenja je 75%, vjerojatnost da u sustavu nece biti stranki je 3.8%, da
¢e u sustavu biti jedna stranka je 11.3% 1 da Ce biti dvije stranke je 17% i da ¢e biti tri stranke
je 17%. Prosjec¢an broj stranaka u redu ¢ekanja je 1.5, prosjecan broj stranaka u sustavu
opsluzivanja je 4,5, prosjecno vrijeme ¢ekanja u redu je 0.085 jedinica vremena i prosjecno

vrijeme ¢ekanja u sustavu opsluzivanja je 0.25 jedinica vremena,
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Na slici 17 je prikazano kako dolazimo do rjeSenja u alatu RStudio Cloud. Plavim okvirom je
oznacen kod programa (namjerno su izostavljeni komentari), crvenim okvirom je oznacen

izlaz, odnosno rjesenje.
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Slika 17 Prikaz rjeSenja primjera 9 u RStudiu
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3.4. Teorija zaliha

Teorija zaliha bavi se problemom optimizacije ukupnih troskova zaliha. Osnovna pitanja

na koja teorija zaliha pokuSava odgovoriti jesu ,.koliko naruciti?*, ,kada naruciti?* i ,kada

revidirati zalihe?“. Razlozi za drzanje zaliha su npr. smanjenje vremena reagiranja na

zahtjeve kupca, ostaci od sezonskih zaliha za zadovoljenje potraznje u sljedecoj sezoni,

nesigurna procjena ponude i potraznje, ekonomija razmjera, posebne ponude za robu kojoj se

vrijednost smanjuje s viemenom [14].

Osnovni ciljevi optimizacije su sljedeci:

minimizacija troSkova drzanja zaliha, u oznaci: A
minimizacija troSkova narucivanja, u oznaci: K
minimizacija troSkova manjka, odnosno nezadovoljene potraznje, u oznaci: p
o dijeli se na nezadovoljenu potraznju sa zaostatkom (takva se moze
nadoknaditi u sljede¢em periodu bez novcanog gubitka) i na nezadovoljenu
potraznju bez zaostatka (vodi ka gubitku u promatranom periodu)
minimizacija ili maksimizacija likvidacijske vrijednosti viSkova ovisno o dva
slucaja
o slucaj prodaje viskova, najées¢e s popustom pri ¢emu je likvidacijska
vrijednost pozitivna, odnosno jest prihod
o slucaj zbrinjavanja viskova zbog nemoguénosti prodaje pri ¢emu je

likvidacijska vrijednost negativna odnosno je troSak

Osnovni model ekonomi¢ne koli¢ine nabave:

zalihe (I) koje se istroSe tokom vremena obnavljaju se sa jednokratnom isporukom
stanovite koli¢ine Q

poznata je i konstantna stopa potraznje (d komada u jedinici vremena)

koli¢ina @ potrebna za nadomjestak zaliha dolazi instantno, ¢im se zalihe istroSe
(vrijeme isporuke, u oznaci t - jest konstantno)

planirani manjak u osnovnom modelu nije dozvoljen
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Slika 18  Osnovni model ekonomicne kolicine nabave

Matematic¢ki model osnovne ekonomic¢ne koli¢ine nabave:

Q= predstavlja jednokratnu isporuku koli¢ine robe kojom se minimiziraju ukupni tro§kovi,

tj. ekonomicnu koli¢inu nabave, a formula glasi:

gdje je d potraznja.

Odgovarajuce optimalno vrijeme ciklusa narucivanja odreduje se formulom:

Optimalni ukupni troskovi nabave u promatranom periodu, u smislu minimizacije troSkova

upravljanja zaliha, odreduju se jednadZbom:

gdje prvi dio jednadzbe predstavlja ukupan troSak drzanja zaliha za period, a drugi dio

ukupan troSak narucivanja za period.
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Model ekonomicne koli¢ine nabave s planiranim manjkom:
Iste pretpostavke kao kod bazi¢nog modela, uz uklju¢enje dodatnih parametara:
e troSak manjka (shortage, underage ili penalty cost), p - razina zaliha nakon
dodavanja @ koli¢ine proizvoda, S
e manjak kod zaliha neposredno prije dodavanja jednokratne isporuke stanovite

koli¢ine (batch-a ili lot-a), Q — S

Q
d

NN

Slika 19 Model ekonomicne kolicine nabave s planiranim manjkom

Krajnja matematicka formulacija za model ekonomi¢ne koli¢ine nabave s planiranim

Q*: 2d_K_|_ L S*: 2d_K+ M
\I h 1’p+h \l h \I p

gdje Qx predstavlja jednokratnu isporuku koli¢ine robe kojom se minimiziraju ukupni

manjkom je:

troskovi, tj. ekonomicnu koli¢inu nabave, dok S* predstavlja razinu zaliha nakon dodavanja

optimalne narucene koli¢ine.

Odgovarajuce optimalno vrijeme ciklusa narucivanja odreduje se formulom:

t*—Q* 2K [p+h
dJdh | p

Optimalni troSkovi nabave u promatranom periodu, u smislu minimizacije troskova

upravljanja zaliha:

dK hS*? *— 5%
_ 4K _hST  p(Q )

C
re=o*2¢ 20"
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Maksimalni manjak uz optimalne prethodne rezultate odreden je jednadzbom:

g |2aK [

Dok je dio vremena u kojem ne postoji manjak zaliha odreden jednadzbom:

S/d _p

Q*/d p+h

3.4.1. Implementacija u R-u

Kod rjesavanja problema iz teorije zaliha, potrebno je znati sljedece parametre:
e Stopu potraznje d
e Troskove narucivanja k
e Troskove drzanja zaliha h
Da bi mogli koristiti funkciju za raCunanje potrebno je najprije instalirati i pokrenuti paket

SCperf, sto ¢inimo na sljedeci nacin:

install.packages("SCperf")
library(SCperf)

Nakon $to smo instalirali potreban paket izracun je vrlo jednostavan, obavlja se pozivom
funkcije £OQ u koju unosimo veé¢ nam poznate parametre. U slucaju osnovnog modela

ekonomicne koli¢ine nabave to su parametri d, ki A, to ¢inimo na sljede¢i nacin:

E0Q(d,kh)

Dok u sluc¢aju modela ekonomicne koli¢ine nabave s planiranim manjkom potrebno je
znati 1 parametar p, odnosno troSak manjka. Poziv funkcije je identiCan osnovnom modelu

samo Sto dodajemo i parametar p, a to ¢inimo na sljedeci nacin:

EOQ(d,kh,p)
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3.4.2. Primjer

U svrhu primjera zamislimo da se trgovacko drustvo X bavi preprodajom kiselog kupusa
kao pakiranih glavica kupusa u salamuri. Narucuje ih od drugog trgovackog drustva
proizvodaca po cijeni od 10 kn za pakiranje, a preprodaje po 30 kn. ABC su izracunali da im
je prosjeCna mjesecna potraznja kupusom 1500 paketa, te da su troskovi drzanja glavica
kupusa 1.5% njihove nabavne cijene. Svako izdavanje narudzbe prema dobavljacu ABC

kosta 15 kuna [14].

Zelimo i1zra¢unati:
e ckonomic¢nu koli¢inu nabave
e optimalno vrijeme ciklusa narucivanja

e ukupan troSak zaliha uz ekonomic¢nu koli¢inu nabave
Dakle iz primjera mozemo iscitati potrebne nam parametre koji glase:

d=1500
K=15
h=10*1.5%=0.15

Rjesenje ¢emo dobiti sljede¢im kodom:

#naredbe za instalaciju i pokretanje

install.packages("SCperf")

library(SCperf)

#ispiSi parametre osnovnog modela ekonomicne koli¢ine nabave

E0Q(1500, 15, 0.15)
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Dobiveni izlaz funkcije, odnosno rjesenje izra¢una je sljedece:

> #ispiSi parametre osnovnog modela ekonomicne koli¢ine nabave
>E0Q(1500, 15, 0.15)

Q T TVC
547.72 0.37 82.16

Odnosno optimalna koli¢ina nabave iznosi 547, optimalno vrijeme obnove zaliha je svakih 11
dana (0.37*30 dana) i s takvom optimalnom politikom naruc¢ivanja trgovacko drustvo X ¢e

biljeziti minimalne ukupne mjesecne troskove zaliha od 82.16 kuna.

Da bi pokazali i primjer racunanja modela ekonomi¢ne koli¢ine nabave s planiranim
manjkom zamislimo da trgovacko drustvo X nadalje preprodaje glave kupusa od dobavljaca
isklju¢ivo velikom trgovackom lancu Y, kojemu X mora isplatiti penale u slucaju

nemogucnosti isporuke robe, u visini od 10% prodajne cijene glave kupusa [14].

Zelimo izradunati:
e ckonomic¢nu koli¢inu nabave (EOQ)
e maksimalni manjak obzirom na (EOQ)
e optimalno vrijeme ciklusa narucivanja

e ukupan troSak zaliha uz ekonomic¢nu koli¢inu nabave

Dakle svi su parametri isti kao i u prvom dijelu primjera, samo $to dodatno imamo jo§ i

troSak manjka koji glasi:

p=30.00%10% =3

U ovom slucaju jedina razlika je §to u funkciju dodajemo parametar p, na sljede¢i nacin:

#naredbe za instalaciju i pokretanje

install.packages("SCperf")
library(SCperf)
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#ispiSi parametre modela ekonomicne koli¢ine nabave s planiranim manjkom

E0Q(1500, 15, 0.15, 3)

Dobiveni izlaz funkcije, odnosno rjesenje izracuna je sljedece:

> #ispiSi parametre modela ekonomicne koli¢ine nabave s planiranim manjkom

>E0Q(1500, 15, 0.15, 3)

Q T
561.25 0.37

26.73

S TVC
80.18

Odnosno optimalna koli¢ina nabave iznosi 561, optimalno vrijeme obnove zaliha je svakih 11

dana (0.37*30 dana) i s takvom optimalnom politikom naruc¢ivanja trgovacko drustvo X ¢e

biljeziti minimalne ukupne mjesecne troskove zaliha od 80.18 kuna, uz maksimalni

dozvoljeni manjak od 27.

Na slici 20 je prikazano kako dolazimo do rjeSenja u alatu RStudio Cloud. Plavim okvirom je

oznacen kod programa (namjerno su izostavljeni komentari), crvenim okvirom je oznacen

izlaz, odnosno rjesenje.
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4. Zakljucak

Budu¢i da programski jezik R ima puno raznih moguénosti te neke od njih su i rjeSavanje
problema iz operacijskih istrazivanja. Ovim radom smo pokrili probleme linearnog
programiranja, redova ¢ekanja i teorija zaliha. Budu¢i da je sam jezik prilicno jednostavan,
rjeSavanje takvih problema u jeziku R je zaista jednostavno i lako za koristenje te kao takav
smatram da je odlicna alternativa kod rjeSavanja problema iz operacijskih istrazivanja.
Smatram da se ovim radom pokrilo dovoljno primjera iz razli¢itih mogucéih scenarija za svaki
problem, pa tako iz linearnog programiranja imamo tri primjera s razli¢itim brojem varijabli i
uvjeta kako bi prikazali kako se program prilagodava tim razli¢itim scenarijima, kod
cjelobrojnog linearnog programiranja imamo primjer za sva tri mogucéa scenarija, odnosno
Cistog cjelobrojnog, binarnog i mjeSovitog cjelobrojnog linearnog programiranja. Isto tako iz
teorije redova cekanja pokrili smo jednokanalne redove cekanja s ograni¢enom i
neograni¢enom duljinom reda kao i viSekanalni red ¢ekanja s neogranicenom duljinom reda.
Takoder ukljucen je i primjer iz teorije zaliha koji ukljucuje osnovni model ekonomicne
koli¢ine nabave kao i model ekonomicne koli¢ine nabave s planiranim manjkom. Budu¢i da
su primjeri jednostavni, lako razumljivi 1 mogu posluziti kao Sablona za gotovo svaki scenarij
siguran sam da bi ovaj rad posluzio kao dobar priru¢nik svima koji zele rijeSiti neki od
pokrivenih problema iz operacijskih istrazivanja u jeziku R, pa bili oni studenti, netko tre¢i sa
zanimanjem za operacijska istrazivanja ili netko tko jednostavno Zeli optimizirati vlastiti obrt

1sl.
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