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Sazetak

Cilj istrazivanja je prouciti napredne algoritme koji imaju $iroku primjenu. Izvori kojim sam
se koristio nisu zastarjeli te se jo$ uvijek koriste za ucenje i proucavanje. Istrazujuci algoritme
prioritetnog reda i gomile moze se vidjeti Siroka primjena i njihova vaznost, bila u sortiranju
ili sl.

Kljuéne rijec¢i: prioritetni red, gomila, sortiranje
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1. Uvod

Zasto su prioritetni redovi te njihova implementacija uporabom gomile zanimljivi?

Ukoliko zelimo dovoditi na ulaz aplikacije neke podatke tako da svaki od njih ima
odredenuvaznost odnosno vrijednost, posluzit ¢emo se algoritmom prioritetnih redova.
Svakom elementu dodjeljujemo neku vrijednost koja oznacava njegov prioritet.

Nadalje, mi ne¢emo samo promatrati prioritetni red, nego i njegovu implementaciju zvanu
gomila.

Gomila nam daje vrlo brz i efikasan algoritam sortitanja, sortiranje uporabom gomile (engl.
heap sort).



2. Prioritetni red

Prioritetni red je apstraktni tip podataka za spremanje kolekcije prioritetnih elemenata koji
podrzava proizvoljno umetanje elemenata, tj. element s najve¢im prioritetom ima prednost pri
izlasku iz reda u bilo kojem vremenu.

2.1.  Kljucevi

Aplikacije obi¢no zahtijevaju usporedbu i rangiranje prema parametrima ili svojstvima, koji
se nazivaju kljucevi, a koji se dodijeljuju svakom objektu u zbirci. Formalno, klju¢ definiramo
kao objekt koji je elementu dodijeljen kao specifi¢ni atribut za taj element i koji se moze
koristiti za identificiranje ili rangiranje tog elementa. Klju¢ je elementu dodijeljen obi¢no od
strane korisnika ili aplikacije, stoga klju¢ moze predstavljati svojstvo koje element izvorno
nije posjedovao. Klju¢ dodijeljen elementu ne treba nuzno biti jedinstven, ali bilo bi pozeljno.
Klju¢ moze biti jednostavan broj, kao i neko sloZenije svojstvo. Npr. prioritet putnika na
¢ekanju je inace realiziran gledajuéi razne faktore kao $to su faktor ucestalosti letaca, placene
vozarine i vrijeme dolaska.

Ime ,,prioritetni red* dolazi iz €injenice da kljucevi odreduju ,,prioritet* koji se koristi za
odabir elemenata koji ¢e biti uklonjeni.

Osnovne operacije prioritetnog reda su:

Q) insert(e): umetanje elementa e u prioritetni red

(i) min(): vrac¢a element prioritetnog reda povezan s klju¢em najmenje vrijednosti,
tj. element ¢iji kljuc je manji ili jednak svim ostalim klju¢evima prioritetnog
reda

(iii) removeMin(): uklanja iz prioritetnog reda element min()

2.2.  Komparatori

Vrlo vazno pitanje je kako definirati nacin za usporedbu kljuc¢eva povezanih sa svakim
elementom. Najopcenitiji pristup, zvan metoda kompozicije, temelji se na definiranju svakog
ulaza prioritetnog reda da bude par (e,k) koji se sastoji od elementa e i kljuca k. Dio koji
sadrzi element pohranjuje podatke, a dio s klju¢em pohranjuje informacije koje odreduju
prioritetni redoslijed. Svaki klju¢ni objekt definira vlastitu funkciju kompozicije.



2.3. Funkcije

Funkcije koje podrzava prioritetni red P su:

Q) size(): vraca broj elemenata P

(i)  empty(): vraéa true ako je P prazan i false ako nije

(iii)  insert(e): umece novi element e u P

(iv)  min(): vraca referencu na element P s najmanjim klju¢em; pojavljuje se greska ako
je P prazan

(V) removeMin(): uklanja iz P element referenciran s min(); pojavljuje se greSka ako
je P prazan

2.4. Sortiranje

Jos§ jedna bitna primjena prioritetnih redova je sortiranje, gdje nam je dostupna kolekcija L od
n elemenata koji mogu biti usporedeni metodom kompozicije. Algoritam sortiranja L
prioritetnim redom Q, zvan PriorityQueueSort, sastoji se od dva koraka:

Q) U prvom koraku, umeéemo elemente L u prioritetni red Q koji je pocetno bio
prazan

(i) U drugom koraku, izvla¢imo elemente iz Q u n kombinacija removeMin() i min()
operacija, te ih vra¢amo natrag u L.

Algoritam radi ispravno za bilo koji dani prioriteni red, bez obzira kako je primijenjen.
Medutim, brzina izvodenja odredena je brzinama izvodenja operacija insert, min 1
removeMin. PriorityQueueSort vise se smatra kao ,,shema‘ sortiranja nego metoda sortiranja.
Razne metode sortitanja baziraju se na ovoj ,,shemi® sortiranja.

Algorithm PQ-Sort(S, C)

Input list S, comparator C for the

elements of S

Output list S sorted in increasing

order according to C

P « priority queue with
comparator C

while —S.isEmpty ()
e « S.remove(S.first ())
Pinsert (e, D)

while —PisEmpty()
e < PremoveMin().getKey()
S.addLast(e)

Slika 2.1: priorityQueueSort algoritam



2.4.1. Selektivno sortiranje

Ako implementiramo prioritetni red P s neuredenom listom elemenata, tada prva faza metode
PriorityQueueSort traje O(n) vremena, jer svaki element mozemo umetnuti u realnom
vremenu. U drugoj fazi, vrijeme izvodenja svake od min i removeMin operacije je
proporcionalan broju elemenata trenutno u P. Dakle, implementacija je bazirana na
ponavljanom ,,selektiranju* minimalnog elementa iz nesortirane liste u drugoj fazi. Iz ovog
razloga, ovaj algoritam poznat je kao selektivno sortitanje. Kao sto je gore navedeno,
zahtijevnija je druga faza, gdje viSe puta uklanjamo element s najmanjim klju¢em. Veli¢ina od
P pocinje s n i smanjuje se s svakim removeMin. Stoga, prva removeMin operacija zahtijeva
O(n) vremena, druga O(n-1) itd. Dakle, druga faza zahtijeva O(n”"2) vremena za izvodenje.

EEIEIE
——
o

Slika 2.2: primjer selektivnog sortiranja
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Read the length
of array in n,
and the array

inarr

arrfj] < arr[min_index] Loap Loop

min_index = j

swap(arr[min_index],
arrfi])

i++

Print the
sorted array

Slika 2.3: dijagram toka selektivnog sortiranja
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2.4.2. Sortiranje metodom umetanja

Ako implementiramo prioriteni red P koriste¢i sortiranu listu, onda moZemo poboljsati
vrijeme izvodenja druge faze na O(n), jer svaka operacija min i removeMin na P sada
zahtijeva O(1) vremena. Nazalost, prva faza sada postaje vremenski zahtijevnija, jer u
najgorem slucaju svaka insert operacija zahtijeva vrijeme izvodenja proporcinalno veli¢ini
prioritetnog reda P. Zbog toga, ova metoda poznata je i kao sortiranje metodom umetanja.
Prva faza izvodi se O(n) vremena, stoga i cijeli algoritam. Alternativno, mogli bismo
promijeniti definiciju sortiranja umetanjem tako da umetnemo elemente koji pocinju od kraja
prioritetnog reda u prvoj fazi. U tom slucaju bi se sortiranje ovom metodom izvrsilo na veé
sortiranoj listi u O(n) vremenu. Zapravo, vrijeme izvodenja metodom umetanja je u ovom
slucaju O(n+l), gdje je | broj inverzija na ulaznoj listi, odnosno broj parova elemenata koji
zapoc€inju u ulaznoj listi pogrijeSnim redoslijedom.

Mo element on left side

714 512 =:} of 7,50 no change in its
STEP 1. ﬁ position .
STEP 2. 71415 2 == |4]|7|15]| 2 =t As 724 therfore 7 will
be moved forward and 4
here checking on will be moved to 7's
left side of 4 position.
STEP 3. 4 7 5 2 = 415 712 =" .f\s 7257 will be moved
forward,but 4 <5,50 no

ﬂ here checking on change in position of 4.
left side of 5 And 5 will be moved to
position of 7.

As all the element an left side

STEP 4. 415 |7 2 == 2141517 =2 of2are greater than 2,50 all

y the elements will be moved
here checking forward and 2 will be shifted
on left side of to position of 4

2

Slika 2.4: primjer sortiranja metodom umetanja
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Slika 2.5: dijagram toka sortiranja metodom umetanja



2.5.  Implementacija prioritetnog reda u C++

Na slici 2.6. prikazana je pomo¢na funkcija koja sluzi za prikaz elemenata prioritetnog reda.
Proslijeduje joj se prioriteni red koji je sastoji od elemenata cjelobrojnog tipa. Dok ima
elemenata u proslijedenom prioritetnom redu ispisuje se svaki element, te briSe nakon ispisa.

void showpqg(priority queue<int> gq)

I
L

priority queue<int> g = gq;
while (!g.empty()) {

cout << << g.top();
g.pop();

1
J

cout <<

Slika 2.6: pomocna funkcija showpq

int main()
:

L
priority queue<int> prioritetni_red;
prioritetni red.push(18);
prioritetni red.push 5 I
prioritetni red.push(28);
prioritetni red.push(5);
prioritetni red.push(1);

cout << "Prioritetni red:
showpg(prioritetni red);

cout << "\nsize()
cout << "\ntop()

<< prioritetni red.size();
<< prioritetni red.top();

cout << "\npop() : ";
prioritetni red.pop();
showpq(prioritetni red);

return 9;

Slika 2.7: interakcija s prioritetnim redom



Na slici 2.7. prikazana je interakcija s prioritetnim redom unutar main funkcije. Prvo stvaramo
prioritetni red prioritetni_red i dodajemo mu 5 proizvoljnih, nesortiranih cijelih brojeva.
Nakon toga, proslijedujemo stvoreni prioritetni_red funkciji showpq sa slike 2.7. koja ispisuje
elemente proslijedenoga prioritetnog reda. Nakon toga, funkcija size ispisuje veli¢inu,
odnosno broj elemenata prioritetnog reda. Funkcija top ispisuje element na vrhu prioritetnog
reda.

Nakon ispisa elementa, funkcijom pop brise se taj element.

Na slici 2.8. prikazan je cjelokupni ispis programa sa prethodne dvije slike. Kao $to je vidljivo
ispisuju se elementi pocevsi od najveéeg prema najmanjem. Razlog tome je $to kod kreiranja
prioritetnog reda C++ automatski stvara max-heap (detaljnije o gomilama u slijedecem
poglavlju) sto znaci da je na vrhu najveéi element.

Prioritetni red:

size() : 5
top() : 30

Process exited after ©.5262 seconds with return value ©
Press any key to continue

Slika 2.8: ispis programa sa slike 2.6. i 2.7.

2.6.  Prilagodljivi prioritetni redovi

Pretpostavimo da je insert(e) operacija prioritetnog reda uvecana tako da, nakon umetanja
elementa e vraca referencu na novostvoreni unos, nazvan pozicija. Ova pozicija je trajno
povezana s unosom, tako da, ¢ak iako se lokacija ulaza promijeni unutar prioritetnog reda,
pozicija ostaje fiksirana s ulazom. Dakle, pozicije nam omogucavaju jedinstveno odredivanje
unosa na koji se svaka operacija primjenjuje.

Formalno definiramo prilagodljivi prioritetni red P takav da uz standardne operacije
prioritetnog reda, podrZava i dodatna poboljSanja:

Q) insert(e): Umece element e u P i vraca poziciju koja se odnosi na nj

(i) remove(p): Ukljanja ulaz referenciran s P

(iii)  replace(p,e): Zamjenjuje ulaz refernciran s p s elementom e i vraéa poziciju
zamijenjenog elementa



3. Gomila

Gomila je implementacija prioritetnog reda.

Gomila je skoro potpuno binarno stablo koje pohranjuje zbirku elemenata sa njihovim
pridruzenim kljuc¢evima.

Svojstvo uredenosti gomile: Za svaki ¢vor v, osim korijena, klju¢ pridruzen v je manji ili
jednak kljucu roditelja v.

Svojstvo iznad navedeno je za max_heap gomilu gdje je kljuc ¢vora vedi ili jednak od
kljuceva svoje djece. Min_heap gomila ima obrnuto svojstvo gdje je kljuc ¢vora ve¢i ili
jednak od kljuceva svoje djece.

Slika 3.1: Min_heap(lijevo) i Max_heap(desno)

Radi u¢inkovitosti, zelimo da gomila s kojom radimo ima §to manju visinu. Ovime
inzistiramo da gomila zadovoljava svojstvo potpunosti stabla.

Potpuno binarno stablo: stablo ¢ijim se ¢vorovima mogu dati imena 0,1,.....N tako da za
svaki i
Q) lijevo dijete ¢vora i ima ime 2i + 1 (osim ako je 2i + 1 > N, onda ne postoji to
dijete)
(i) desno dijete ¢vora i ima ime 2i + 2 (osim ako je 2i + 2 > N, onda ne postoji to
dijete)

10



3.1.  Visina gomile

Neka h oznacava visinu stabla T. Drugi na¢in definiranja posljednjeg ¢vora T je taj da je to
¢vor na razini h takav da su svi ostali ¢vorovi na toj razini lijevo od tog ¢vora.

Propozicija 3.1: Gomila T koja pohranjuje n unosa ima visinu h = [log n|

Propozicija 3.1 ima jednu bitnu posljedicu. Podrazumijeva da ako mozemo izvrsiti operacije
azuriranja na gomilu u vremenu proporcionalnom njenoj visini, te operacije pokretat ¢e se u
logaritamskom vremenu.

3.2.  Potpuno binarno stablo i njena reprezentacija

Kao apstraktni tip podataka (ADT) potpuno binarno stablo T podrzava sve funkcije kao i
binarno stablo ADT, plus dvije dodatne funkcije:

Q) add(e): dodaje element u T i vrac¢a novi vanjski ¢vor v koji sadrzi element e, tako
da rezultirajuce stablo ostane potpuno binarno stablo sa zadnjim ¢vorom vV
Q) remove(): uklanja zadnji ¢vor od T i vraca njegov element

Koriste¢i se ovim operacijama azuriranja, rezultirajuce stablo sa sigurnosc¢u ¢e biti potpuno
binarno.

Imamo dva slu¢aja kod dodavanja ¢vora:

Q) ako je najnizi level stabla T pun, onda add() umece novi ¢vor kao lijevo dijete od
najdaljnjeg lijevog ¢vora najniZeg levela, tada se visina stabla T povecava za 1

(i) ako najnizi level stabla T nije pun, onda add() umece novi ¢vor desno od zadnjeg
¢vora u stablu T

Slika 3.2: Dodavanje ¢vora na novu razinu
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Insert node 3:

Slika 3.3: Dodavanje ¢vora na zadnju razinu

3.3.  Vektorska reprezentacija potpuno binarnog stabla

Ovakvom implementacijom, ¢vorovi stabla T imaju indekse u rasponu [1,n] i zadnji ¢vor od T
je uvijek na poziciji n, gdje je n broj ¢vorova od T.

14 18 19 21 33 17 27

Slika 3.4: Vektorska reprezentacija stabla

Ova implementacija korisna nam je kod funkcija dodavanja i brisanja. One mogu biti izvrSene
u O(1) vremenu jer je samo potrebno izbaciti ili dodadati element na kraj vektora.

12



3.4. Implementacija priritetnog reda u gomilu

Osim §to se operacije dodavanja i brisanja izvrsavaju u realnom vremenu, tako se i operacija
izvlaenja najmanjeg elementa kod min-gomile ili najveceg elementa kod max-gomile izvodi
u O(1) vremenu jer je samo potrebno izvuci element s vrha gomile.

3.4.1. Umetanje

Prvo dodajemo novi ¢vor z u na kraj stabla T tako da taj ¢vor postaje zadnji ¢vor tog stabla.
Nakon toga element e pohranjujemo u z. Nakon add() operacije moramo provjeriti je li
naruseno svojstvo gomile tj. moramo provjeriti je li umetnuti element veéi od svog roditelja
(ako se radi o gomili kod koje je najveci element na vrhu, a ne najmanji). Ako je ve¢i, onda
moramo izvesti operaciju zamjene elemenata. Nakon zamjene, svojstvo opet moze biti
naruseno pa operaciju izmjene izvodimo sve dok se ne zadovolji svojstvo. Ovo kretanje
prema gore u praksi se naziva up-heap bubbling. U najgorem slucaju, novi ulaz kretati ¢e se
skroz do korijena stabla. U tom sluc¢aju, broj zamjena ¢vorova bit ¢e jednak visini stabla
odnosno |log nJ.

L P
| H_j L)
/ \\ f/k \
/!
— 4 M,
0 .’b'-J ’ it
e L | §
_h (‘:. oy - :"k
F \_ _.-'r '1_‘ \
" b - \ Fi
an a2 G (8)
S %, A L PN L
L | @ [ =
\ e . o
) [}
i P [
N
._d 2 L 13 \

Slika 3.5: up-heap bubbling

3.4.2. Brisanje

Znamo da se najveci element nalazi u korijenu stabla, ali ne moZemo samo tako obrisati
korijen stabla. Umjesto toga zamijenimo zadnji i prvi ¢vor u stablu te ispiSemo novi zadnji
element u stablu odnosno, sada najveci element.

13



3.4.3. Down-Heap Bubbling poslije brisanja najve¢eg/najmanjeg elementa

Nakon §to se izvr$ila operacija brisanja korijenskog ¢vora odnosno zamjene prvog i zadnjeg
¢vora, treba provjeriti zadovoljava li stablo svojstva gomile. Ako stablo ima samo jedan ¢vor
onda je svojstvo trivijalno zadovoljeno. Ako ¢vor kojeg smo smjestili na vrh ima djecu i ako
je lijevo ili desno dijete vece od tog ¢vora, mora se izvr$iti zamjena ¢vorova. Ova zamjena
izvrSava se sve dok se ne zadovolji svojstvo gomile. Ova operacija u praksi se naziva down-
heap bubbling. Kao i kod dodavanja ¢vora, ova operacija u najgorem slucaju izvesti ¢e se
|log n] puta.

Slika 3.6: down-heap bubbling



3.4.4. Usporedba brzina izvodenja

Operacija Vrijeme

size, empty 0o
min o)
insert O (log n)

removeMin O (log n)

Svaka od funkcija prioritetnog reda moze se izvesti u O (1) ili O (log n) vremenu, gdje je n
broj elemenata u trenutku kada je funkcija pokrenuta. Slijedi:

Q) Gomila T ima n ¢vorova, svaki sadrzavajuci element

(i) Operacije add() i remove() na T zahtijevaju O (1) u najboljem i O (log n) u
najgorem slucaju

(ili) U najgorem slucaju, up-heap bubbling i down-heap bubbling zahtijevaju broj
operacija koji je jednak visini stabla.

(iv)  Visinagomile T je O (log n), jer je T potpuno stablo

3.5,  Implementacija u C++

class MaxHeap{
private:

int size;
vector<int> vect;

int p(int i){return i>>»1;}; // i/2

int 1(int i) {return i<<1; }; // i*2
int r(int i) {return (i<<1) + 1;}; // i*2

public:
bool isEmpty() const {return size ==
int getMax() const {return vect[1];};
void insertItem(int val);
void shiftUp(int i);
int extractMax();
void shiftDown(int i);

Slika 3.7: Definicija klase

Na slici 3.7. prikazana je definicija klase. Atributi klase su ¢vor p,I'i r Kkoji predstavljaju
¢vorove roditelja te lijevog i desnog dijeteta. Atribut size predstavlja veli¢inu vektora vect koji
se sastoji od elemenata tipa int. Osim vektorske reprezentacije prioritetnog reda kojeg
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koristimo za izvedbu gomile, takoder se mozemo koristiti i listama. U javnom dijelu klase
navedene su funkcije za rad s gomilom. U nastavku su prikazane i objasnjene.

void MaxHeap::shiftUp(int i){
if(i>size) return;
if(i == 1) return;
if(vect[i] > vect[p(i)])1

swap(vect[p(i)] , vect[i]);

1
J

shiftUp(p(i));

Slika 3.8: shiftUp funkcija

Na slici 3.8. prikazana je shiftUp() funkcija koja vraca svojstvo gomile ukoliko je ono
naruseno tj. u ovom slucaju ako je element ¢vora koji je dijete veci od elementa ¢vora koji je
roditelj tog dijeteta. Prvo se provjerava je li ¢vor kojeg premjestamo prema gore veci od
veli¢ine gomile, te ukoliko je to istina radi se o pogresci te se izlazi iz funkcije. Ako je broj
¢vorova 1 tada nema potrebe izvoditi ovu funkciju te se takoder zaustavlja izvodenje. Ako je
element dijeteta, u ovom slucaju element vektora na poziciji vect[i] veéi od elementa
roditelja, u ovom slucaju element vektora na poziciji vect[p(i)], tada je potrebno izvesti
zamjenu elemenata kako bi se osiguralo svojstvo gomile. To ne osigurava potpuno
zadovoljavanje svojstva gomile kroz cijelo stablo pa rekurzivno provjeravamo elemente
prema gore.

Na slici 3.9. prikazana je shiftDown() funkcija. Kod brisanja najveceg elementa gomile prvo
se moraju zamijeniti prvi (korijen) ¢vor i zadnji ¢vor te nakon toga izbrisati zadnji ¢vor (sada
element s najve¢om vrijednosc¢u). Nakon Sto se izvela operacija zamjene moze biti naruseno
svojstvo gomile. Unutar funkcije shiftDown() prvo se provjerava je li ¢vor kojeg premjestamo
prema dolje na lokaciji koja je veca od veli¢ine gomile tj. je li gomila prazna. Ako je ovaj
slucaj istinit prekida se izvodenje funkcije. Takoder, ako se radi o gomili s jednim ¢vorom,
prekida se izvodenje funkcije. Nakon toga provjeravamo je li lijevo dijete na poziciji koja je
manja ili jednaka veli¢ini gomile i ujedno, je li ¢vor kojeg promatramo manji od lijevog
dijeteta. Ako je ovaj slucaj istinit, izvodi se zamjena ¢vorova.
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Isti postupak ponavljamo i za desno dijete.

void MaxHeap: :shiftDown(int i){
if(i> size) return;

int swapld
if(1(i) <= size && vect[i] < vect[1(i)]){

swapld = 1(i);
1
S

if(r(i) <= size && vect[swapIld] < vect[r(i)]){

swapld = r(i);
1
S

if (swapld != i ){
swap(vect[i] , vect[swapId]);

shiftDown(swapld);

1
J
return;

Slika 3.9: shiftDown funkcija

Na slici 3.10. prikazana je extractMax() funkcija koja vraca najvedi ili najmanji element,
ovisno o kojoj vrsti gomile se radi (u ovom slucaju najveci element). Unutar funkcije koristi
se prethodno navedena funkcija shiftDown(), koja provjerava je li naruseno svojstvo gomile.

int MaxHeap: :extractMax(){
int maxNum = vect[1];
swap(vect[1] , vect[size--]);

shiftDown(1);
return maxNum;

Slika 3.10: extractMax funkcija

Na slici 3.11. prikazana je insertltem() funkcija koja umece element na kraj gomile, te nakon
toga koristi shiftUp() funkciju kako bi se provjerilo je li naruseno svojstvo gomile.
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void MaxHeap::insertItem(int val){
if(size + 1> vect.size()) {
vect.push_back(9);

1
S

vect[++size] = val;
shiftUp(size);

return;

Slika 3.11: insertltem funkcija

3.6. Heap sort

Kao $to je navedeno u prethodnim poglavljima, realizacija prioritetnog reda s gomilom
dovodi do prednosti izvodenja svih funkcija u logaritamskom vremenu ili bolje. Upravo zbog
toga, sortitanje gomilom vrlo je efikasan algoritam.

Propozicija 3.1: Algoritam sortiranja gomilom sortira listu L od n elemenata u O (n logn)
vremenu, pretpostavljajuéi da se dva elementa od L mogu usporediti u O (1) vremenu.

Koraci koji se izvode tokom sortiranja gomilom:

Q) Izrada gomile iz nesortiranog niza

(i)  Pronalazak najveceg elementa

(ili)  Zamjena korijenskog ¢vora sa zadnjim ¢vorom — sada je ¢vor s najveéim
elementom na kraju niza

(iv)  Izbacivanje ¢vora n iz niza i smanjivanje veli¢ine gomile za 1

(V) Provjera zadovoljavanja svojstva gomile

(vi)  Ponavljanje (iii) — (iv) dok je veli¢ina gomile veca od 1

Zasto predstavljanje gomile nizom? Budu¢i da je gomila potpuno binarno stablo, moze se
lako predstaviti kao niz $to je prostorno efikasno. Ako je roditeljski ¢vor pohranjen u indeksu
L, lijevo dijete moze se izracunati s 2*I+1 a desno dijete s 2*I+2 (pod pretpostavkom da
indeksiranje pocinje s 0)
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Slika 3.12: heap sort

3.6.1. In-place heap sort

Umjesto izgradnje posebne strukture podataka, mozemo preraspodijeliti elemente vec
postojeceg vektora. Opcenito, kazemo da je in-place sort vrsta sortitanja uporabom gomile
ako koristi istu koli¢inu memorije uz memoriju potrebnu za elemente sortirajuci se
samostalno.

Prednosti in-place heap sort algoritma su:

Q) Minimalno iskori$tavanje memorijskog prostora
(i) Prilika za optikizaciju finim podesavanjem
(iif)  Poboljsano kesiranje

Primjeri kesiranja:

Q) Memorijska hijerarhija
(i) Brzina memorije
(i) Caching near by



Input array: e

o 1 2 3 4 5 6 {7 8 o
al ] 1.1(9.2|4.2|6.4|3.5/8.9/2.5| 7.5

heap segment  unprocessed segment @

Slika 3.13: in-place heap sort

3.7.  Bottom-up konstrukcija gomile

Mogu se napraviti neka dodatna poboljsanja. MoZzemo poboljsati O(n logn) vrijeme izvodenja
za izgradnju gomile, ako unaprijed znamo veli¢inu. Pretpostavimo da je velicinan=2h -1
gdje je n neparan broj. Visina gomile je h = Ig(n+1).

Osnovna ideja je izgradnja od dna prema vrhu. lako je postupak prirodno rekurzivan, prvo je
objasnjen iterativno:

1. Napravimo (n+1)/2 stabala s jednim elementom ((n-1)/2 stabala u rezervi).

2. U drugom koraku konstruiramo (n+1)/4 gomile, svaka s tri ¢vora, spajanjem parova
gomila s jednim elementom i dodavaju¢i jedan dodatni element. Novi ulaz smjesten je
u korijenskom ¢voru i ovisno o nacelu ocuvanja svojstva gomile, potrebno ga je
zamijeniti s dijetetom.

3. U tre¢em koraku konstruiramo (n+1)/8 gomila svaka pohranjujuci 7 elemenata,
spajajuci gomile s 3 elemenata 1 dodavajuci jedan dodatni element koji ¢e biti smjeSten
u korijenskom ¢voru. Ovisno o nacelu ocuvanja svojstva gomile, potrebno ga je
zamijeniti s dijetetom, odnosno izvesti down-heap bubbling

4. Ponavljati ovu operaciju lg(n+1) puta, koliko je i visina stabla
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Slika 3.14: bottom-up kontrukcija gomile

3.7.1. Rekurzivni algoritam izgradnje gomile bottom-up metodom

O(n) vrijeme izvodenja nije odmah vidljivo na algoritmu s slike 3.15. Najgori slucaj za svaki
rekurzivni poziv algoritma je visina trenutnog stabla, T. Ukupni trosak utvrdit ¢emo
razgrani¢enjem troSkova svih bubble-down operacija. Put do nasljednog ¢vora (prvo dolje
desno pa dolje lijevo) povezujemo s korijenskim ¢vorom. Ukupno vrijeme, svih rekurzivnih
poziva, ukupan je broju pridruzenih staza, koji iznosi O(n).
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Recursive Algorithm for BottomUpHeap(S)

input: Sequence S with 7=2"- 1 keys
Output: Heap T storing the keys of S.

if S empty then return empty heap
Remove the first key, k&, from S.
// Note k will become root of new Tree
Split S into Sy and S5 each of size (n-1)/2
// recursive calls
T = BottomUpHeap(S;)
T, = BottomUpHeap(S,)
Create binary tree T with

root storing k,

Ty left subtree and T, right subtree

Perform Bubble down from root of T
return T

Slika 3.15: rekurzivni algoritam za bottom-up metodu izgradnje gomile
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4. Zakljucak

KoriStenje prioritetnih redova i gomile u informatici i programiranju je neizbjezno i
pojednostavljuje implementaciju nekih dijelova aplikacija.

Ne treba mijesati red s prioritetnim redom, jer nam prioritetni redovi omogucuju
dodijeljivanje vrijednosti svakom elementu §to otvara mnoge moguénosti.

Gomile se koriste kod Dijkstrinog algoritma za pronalaZenje najkraceg puta, kao i kod drugih
mnogih korisnih algoritama. Istrazujué¢i gomile i prioritetne redove, moze se zakljuciti da se
ovi algoritmi u biti koriste kada Zelimo u¢inkovito pristupiti najmanjem ili najvecem elementu
strukture (ovisno radi li se 0 max-heap ili min-heap gomili).
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